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En esta Memoria pretendemos estudiar un problema típico de la Topología Diferencial
como es la triviali(lad de sumersiones entre variedades diferenciables. Un método habitual
para atacar este tipo de problemas es la integración de campos de vectores. Sin embargo,
sí nuestro datos de partida son algebraicos, la integración (le campos de vectores no nos
asegura que los datos finales (los dífeomorfismos que encontrarnos) sigan teniendo esta
calidad algebraica.
Este el caso en que las variedades (le partida son semialgebraicas (es decir, descritas
por iii dio igualdades y (lesigualdades polinonnales) y las aplicaciones diferenciables con—
s1(lera(las tienen grafo sernialgebraico. Este tipo (le variedades y aplicaciones se llaman de
Nasb. En su trabajo [63,Coste y Shiota estu(lian la triviali(lad (le funciones de Nash sobre
variedades de Nash. En concreto, si X G IW~ es una variedad de Nash y f X —~ IR es una
suniersién (le Nash propia, se demuestra que esta función es trivial en la categoría Nasli,
es (buir, que existe ini difeonrorfismno (le Nash fi (fi0, f.) X —* ~~—í (0) x IR.
Para demostrar este resultado se necesita una herramienta que sustituya la integración
(l(~. campos (le vectores. Este herramienta es el espectro real. En general, dado un conjunto
senmíalgebraico X y mía aplícacion semníalgebraica ,f X ~—* RS , podemos ver ¡ como una
Lunilla de .:onj untos semíalgebran.k=s{X,, J , donde X~ no es más que f (t) . Podernos
asociar al espacio de parámetros RS un nuevo espacio IR~ , una cornpact.ificación cuyos
lmuntos se pueden ver como ultrafiltros de subconjnntos semialgebraicos de RS. DacIo 1111
elemento a a 11k’ (un punto genérico), podemos definir la fibra genér~ca X<. de X en a. La
fibra X0 es mmmi snbconjnnto senmialgebraico de k(cv)’~ , donde it (a) es un cuerpo real cerrado
asociado a a. En general, el cuerpo it(a) contiene estrictamente a IR. Por tanto, aunque
nuestros ciatos de parti(la esten (lefmnidos en IR, mios vemos llevados de una forma natural
a trabajar con objetos definidos en cuerpos reales cerrados 1? arbitrarios.
De esta lornía, (lebeinos establecer nuestros resultados no sólo para. variedades y fluí—
<~:i(ntes <le N¿tsli definidas sobre IR, sino para variedades y funciones definidas sobre un
(;uerp() real cerra<lo fi. Repetimos que esto no se hace únicamente por la generalidad en
sí nusma, sino porque es necesario para encontrar resultados sobre IR.
La idea (letras de la utilización del espectro real es la siguiente. La fibra X<, verifica
una cierta propieda(l (expresada mediante fórmulas de primer orden del lenguaje cíe los
cuerpos ordenados) si y sólo si existe un subeonjunto definible S C R




fibras X1, cOn 1. c S, verifican la misma propiedad. *
El espectro real tiene la virtud dc ser compacto (aunque no Hansdorff). Esto nos u,
1ienmte pasar i)r&)pierla(ies (le las fibras genéricas a propiedades de la famnilia sobre un
nhluiero finito de subconjuntos ~grandes’ del espacío (le parametros.
w
El liso <leí O5pectl(l real se combina con otra técím.i<.:a níny importante, la construeemon
ede modelos de conjuntos sernialgebriucos. Dada fi’ c fi una extensiiri tic cuerpos reales
9.
cerrados. y tlaña luía variedad de N aslí X definida sol we 1?., poileflios eim <.:ontrar otra
9.
variedad de Naslm. X’ riefinida sobre 1-?’ ríe modo que su C2;/J.:flsZo7¿ It U. 05 (lifeonlorEa a IX.
e>
El uso combinado de estas tíos técnicas nos permite smistítuír la imítegraciomí de <.:aJnpos tic
e>
vectores y encoiítrar trívialízaciones que respeten las condiciones de a.Igebraicida 1.
e>
En esta memoria nme¡oraníos y aumpliarnos el resultado de Coste y Shiota. estudíamulo
¡ornííías (le aphcacionus senííalgebroícas. Si X, Y y Z son conjuntos sernialgebrani>s, y
*¡ X —4 Y, y Y —y Z son aplicaciones semíalgebraicas, podernos ver el par (f, y) corno
*
una familia tic aplicaciones semíalgebraicas { f~ X —+ Y, },~z siendo X¿ (y o f)— ‘(t)
Y = (t) y 1~ la restricción de ¡ a Y,. Demostramos entonces que si f X —4 Y y e>
¡3 Y —4 it son aplicaciones de Nash propias, entonces el par (J, y) es trivial, es decir, e>
todas las fibras fi de la familia son “Naslí difeonmorfims” a una fibra tipo fe. e>
-t
Corno ¿nitos, en la tiernos tración resultan esenciales ríos construcciones. La l)rilli(Yia es
e>
el est mmd lo de la fibra genérica Ñ en un pmínto a e fi’. En la memoria veremos resi.iltados
rpie nos permítiran trasladar propiedades de f~ a propiedades ríe las fibras f~. para 1.
jiertenecionte a un subconjunto “grande’ del espacío (le parainetros.
e>
La segunda técnica utihzada es la contruccion de modelos para sumnei.Siones i)~ol)ias~ Es e>
decir, si fi’ c 1? es inía extensión de cuerlios reales cerrados, y f A ~ Y es una suriíersuoím. —.
propia (definida sobre fi), podemos encontíar una sumersión propia ft X’ —4 Y’. tlehuíida —
sobre 1?.’, cilya extensión a fi es “Nash <lifeonmorfa” a f. Dc tii.ít-=vo el t~st 1 i<li o <le lii fibra u,
genérica de farnilias de aplicaciones junto con la <:onstrnttciofl de modelos serníalgebraicos
1105 jierniite <lcd mícir resmíltados de trivialidad inra familias (o ~mai<~s)de siirimersi( miles <Iti
e>
Nash liropias.
Ya Iremos mencionado anteriormente que establecemos nuestros resuiltadt.>s para varíe—
darles y apln.:acíoncs definirlas sobie cmmerpos reales cerrarlos arbitrarios. De hecho, es la u,
Inenrorma se sitúa en un contexto más general. Van den Dúos observa que ííuineiosos resul— e>
tados tic geometría semíalgebraica se deducen a partir de muía serie de axiomas simples. La *
colección { ~ ~ donde cada S~ es el conjunto de flis subcox~ju.mtts de fi” que verifican e>
<liefitis axiomas. const ¡tmryc muí estrueturo. o—mrnrmul, y ¡iii conjm.nilo 1>erteímeciente a 8,,
e
se llama definible. Este es ini concepto que viene de la ‘Teoría de Motíelos y <jite entrotí— 9.
ca comí la idea de est adiar objetos con topología iitot.leratia’ que ap¿.tie(e oíl el tral )aj
ede Crrítlxexu.liek [i~~1y en el de Erumfiel [33.El rtisultíu.lo de Wilkie (193 dc que (IR, exp
e(básicamente, la colección ríe smmb comij minIos de IR’ , para cada ir, para cmiya deL ííición se m mli—
liz~itii igualdartes y desiguatdath.~s que involucran courbínar;íoríes ríe 1iolirionmitms y fa fmnu.:ióií e>
exl)onenci al) es una estructura o—nníiírnal, irupulsa de mnancr;m, decisiva la investigación en e>










Para establecer nuestros resultados en esta categoría más amplia, hay algunas cons-
trucciones que debemos extender al caso o-mínima!. Coste, en (4], extiende el espectro
real a lo que llamaremos espectro definible. Se definen las fibras genéricas de familias
<le conjuntos y aplicaciones definibles en pimtcs del espectro definible y se estudian sus
propiedades más importantes.
Estudiamos las variedades y aplicaciones definibles de clase (Jr, que llamaremos iY.
Nos centramos en elcaso r < oo, ya que la categoría r no tiene un buen comportamiento.
Para poder demostrar nuestros teoremas de trivialidad en el caso definible, probamos
un teorema de aproximación de aplicaciones definibles por aplicaciones definibles de clase
<le diferenciabilidad más alta. Este teorema hace el papel del teorema de aproximación en
el caso Nash establecido por Shiota en [17],y nos permiteestablecer una equivalencia entre
la categoría pr y la categoría V+á. Este teorema es necesario porque para algunas de
nuestras construcciones (por ejemplo, la construcción de entornes tubulares) necesitamos
utilizar aplicaciones <le clase más pequeña. El teorema de aproximación nos permite volver
a nuestra clase original.
A continuación estudiamos la construcción de modelos definibles de variedades y fmi-
<nones definibles sobre estructuras o-minimales más pequeñas. En concepto adecuado
cix este aso es el <le extensión elemental de estructuras o-minimales. Como antes, si
(IV, S) -< (A,3) es una extensión elemental, podemos construir modelos sobre R’ de
objetos definidos sobre A. ¶bdas estas construcciones nos permiten demostrar nuestros
teoremas de trivialidad en el caso 17.
Observamos que nuestros resultados también nos permiten demostrar los teoremas dc
trivilidad en nl caso Nasb (es decir, CW y semialgebraico; nl primero ya estaba demostrado
í>or Coste y SUeLa en (6], la demostración del segundo aparece por primera vez en esta
memoria), por la equivalencia entre las categorías Nash y <7 Nash ([17]).
La estructura de la memoria es la siguiente. Los tres primeros capítulos son introduc-
torios y siguen el trabajo de M. Coste [5],que a su vez se basa en el libro de van den Dries
[8]y en el trabajo de Coste [4].
En el CapItulo 1 definimos con precisión la noción de estructura o-minimal y estu-
diarnos las propiedades topológicas más importantes. Establecemos resultados sobre des-
composición en celdas de conjuntos definibles y sobre continuidad a trozos dc fimeicues
<lefinibles. También estudiamos la dimensión y las componentes conexas de los conjuntos
<lefinibles, a través <leí importante Thorema de Elección Definible. Acabamos el capitulo
<munnuiando ‘m teorema sobre triangulación de conjuntos definibles.
El Capitulo 2 estudiamos el espectro definible. Construimos la estructura 0-minimal
asociada a un punto del espectro definible y estudiamos las fibras en estos puntas genéricos
<le familias <le conj~rntou y aplicaciones definibles.
El CapItulo 3 está dedicado a las variedades y aplicaciones de clase iM. Estudiamos
la descomposición de conjuntos definibles en celdas de clase it y damos un importante
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teorema sobre existencia (le entorno tubulares de clase pk Acabamos el capít tilo comí
un teorema srbre existencia de í.articiomxes de la unidad de clase ph que hasta ahora no
estaba cnimi ciado en la u terat iira.
Fi Capitulo 4 se centra en mímíestro teorcimia de aproximacion paia estrmicturas o—
nunimales. Definimos una topología en el espacio de aplicaciones pt y ilesgranainos la
demostracíen (leí teorema ríe aproximacion a traves de distintos casos particulares. Fmi
este proceso demostramos un teorema de existencia de entornos tubí.mlan.~s rnchííados de
clase pk~ Finalizamos el capitulo con un resmiltado sobre eliminacion &.~fimíible de esquinas.
En cl Capití.mlo 5 demostramos el teorema de trivialidad para siunersiones definibles
¡iropias. Estmmdiamos las familias de varie.ladcs definibles y mnostr;:.uimos la equivalencia (le
nuestm.o teorema con la existencia (le modelos definibles. La denmostracion de este resultado
niplíca la utjizaciomm de mmima cierta troí¿ a de Morse definible. Acabiuní s cl cap it imlo (:011
ihis resultí.mdos sobre variedades definibles cori> bomde.
*
Por fin, cii el Capítulo 6 damos la demostración <leí Teorema de ‘flivialidad de Pares
de smmmnersíoncs propias. Estmmdiamos las fhnÁlias defmnil>les de aplicaciones y comistruimnos
e>
un níoíielo definible para siminersiones propías. Como en el capítulo anterior, la existeni.;ía
nc este modelo resulta equivalente al teorema de trivialidad de pares e>
En el último Capítuh. 7, mostramos una aplicación (le los resultados precedentes a la
teoría (le síngimíaridaries. Fmi [12J se establcí.:e que el conjm.mnto tic pmmntos de bifurcación de
una {u.ni.;iiSu definible sobre un al.>icyto de 1?” es iiefinil>le. Sin munhargo, no se dice nada <le
sí las trivíalizaí:íomíes que obteiiemos hiera de estos coii~mitos dm bifíimcai:ioím son <le clase
ph Utilizando nuestros resimitanlos deinostranmos que electívamnente tales trivializacioxies
50fl ríe Jase ph
Capítulo 1
Estructuras 0-minimales
En este capítulo mntioducmmos el concepto de esti uctm a o—minimal y estudiamos sus prin-
cípales propiedades. sobre todo de tipo geométrico. Esta introducción a la geometría
0—uuinimnal se basa esencialmente en el trabajo de M. Coste E~]
Despmíés (le (lar la definición de estructura o-minimal sobre un cuerpo real cerrado, es-
tiudiamnos sus propiedades básicas. A comitinuacióxí pasamos a estudiar algunas propiedades
topologicas (Le los comm~untos y las aplicaciones definibles. Para ello necesitamos dos im-
portantes resl.ilta(ios, el teorema de descomposición en celdas y el teorema de continuidad
a trozos. Usandolos se introduce la dimensión ríe los conjuimtos definibles y su tíescoxupo—
sícion en conijionentes coxiexas. Finalmente estudiamos la triangulación tic conluntos y
aplicaciones definibles.
1.1 Definición de una estructura o-mrnimal
Sea 1? ini cuerpo real cerrado. Dxi mnte~vo1o ab erta en E será siempre un intervalo tic la
fbrma (a, b) (para a < b} o bien (a, ±oc)o bien (—oc, b). Remarcamos que mm intervalo
sienípie tiexie sus extremos en E U —oc, . Por ejemplo, si 1? es el cmxerpo de los
numeros reales algebraicos (que es el r:uerpo real cerrado más pequeño), el conjunto de los
:¡: en E tales que (1 < :r < ir (ir = 3.14 . . . ) no es un intervalo, ya que su extrexíxo derecho
rio está en fi. Utilizaremos la xmrtación [a. ¿4 para intervalos cerrados.
El cuerpo E tiene una topología para la que los intervalos abiertos forman una base. A
los espacios afines .R0 les hacemos corresponder la topología producto. Las cajas abiertas,
es .iec:ir, los productos cartesianos (le intervalos abiertos (a±,i>í) >< -.. >< (a
7, b~) forman
tina base para esta topología. Los polinomios son continuos para esta topología.
Dados sí: (u: , sc,,) e y = (y , . - . , y.,’.) en E’~, denotamos I:r—y II Z2~ (‘~ — Vi)2Dado r > (1 cmi E, cletiíuxnos las bolas abiertas y cerradas
{z G R~ :1hz — LII K r},
13(x, r) = {z G E” :1hz— ~M<i r}.
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e>
La bolas al)iertas fi (ir. e) forman una t-)~e de entornos dei: para esta topología.
Definición 1.1.1 tIna estrmmctura que expande el cuerpo real (:errado 1? es una coleecron
8 = (8,>) “eN donde cada 8,, es un conjunto desul~conjuíítos del espacio a/fn fi~ que
satisfacen los siguientes axiomas:
Todos los conjuntos algebraicos de E” estría en 8.,,
2. Para cada rm.. 8,, es una subálqebra boalcana del conjunto desubconjuntos dc 1?”
3. Sí A c S,~ y fi E 8,, entonces A x fi e
4. Sí p : E’ + e 1?” es lo, proyección sobre las prmníeurs mí coordenadas ~A e S’1 i e>
entonces y(A) E 8,,.
e>
Llamaremos a los elementos 8,, los subconjnntos definibles de E”. Diremos que la estruc-
tura 8 es o—nrinímal sí arlemós satisface —
5. Los elementos de Sj son justamente las uniones finitas de puntos’ e íntrtrvaíos abie,— e
tos, cerrados y semiobiertos. e>
En todo lo qmíe sigme, trabajaremos sobre una estructmmra o—nnnínial (que expan.le umí
cmíerpo real cerrado fi) -
Definición 1.1.2 Sea A un smíbconjunto de fi” j : A e El’ Una (iplícaciOn. Diremos
que ¡ es deflumible si su grajo es un subconjnnto definible de fi” x ni’.
(ibsérvese que si fi es ríefinible. aplicando el axioma 4 p veces, podernos (ledutir (1110 A
eS definible.
e>
Proposición 1.1.3 La ~magen (le ‘un conjunto definible por una riplícacion ríe finzbíe es
definible.
e>
Demostracion. Sea fi : A —± E” una aplir:acíón definible, (burle A c it’, sea fi ini e>
sumbeonjunto deflmmib]e de A. Denotenmos por
= {(x.ffjx)) xE A} G n”~~
e>
el grato de f . Sea ~ el smmbconjuínto algebraico (de hecho lineal) de 1V’4>’ ~ brumario por lospuntos (z, ir:, y) e El’ x fifl >< J3P tales que z = y. Entonces C = Afl(1&’ x Q)n(E~ x ¡lx Eh)
es immn siil~ conj mito definible nc l?P±Í¿-F-í). Sea ~ ~, J3P+>’.<~ ~‘ e ¡IP la proyecciomm sobre
las primeras y coordenadas. Teimeumios que jmy+” ~ (O) = ¡(fi) y aplicaimdo el axiomima 4
mí + y veces teneumios que f (fi) es deflíuible. Em
(Ibsérvese r~iie las aiihcatiouies i>olinoiitiales son defluiibles. ya que su grabo <ts liii <:0w
mintr) algebraico. Obseivanmos taníbiémí que si [ = (fi. . - . f~, ) es níma aplíca :iomm entre
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A c E”’ y fiP, entonces f es definible si y sólo si cada una de sus funciones coordenadas
/~. ...,/$ son definibles. Además se tiene que la composición de dos funciones definibles
es (lefiuible y que las flmciones definibles A e fi forman una fi-álgebra.
En esta memoria denotaremos mediante A a la clansura de un conjunto A.
Proposición 1.1.4 La clausura y el interjor de un .subconjunto definible de E” son dejí-
ít,bíts.
Demostración. Basta demostrar que la clausura de i.¡mí subeonjunto definible es definible.
El caso (leí interior se sigile tomando el complementario. Sea A un subconjunto definible
de E’’. La clansítra de A es
u
At{LGE”:VEE4>U,±jCR”,yEAy Z(x —y,)¼e2}
donde sc = (srm , st) e y = (iñ , . . . , y,’). La clausura de A se puede describir tambien
r:onir>
A = E” \ (n~±m,.4.n~41\ irun*i’e+i(13)))
don (le
~1 ¿=1xsfixfl’¼>3(r ~;)2fi = (fi”’ xfi x A) n (sr,c,’q) ER” rl <2}
u,,
4 ,(sr, e) = u; y uu•,,~,r,>+í (ir, ¿s, y) = (ir, e). Basta entomices observar que fi es definible.
Em
El ejeniiilo anterior nos muestra que habitualmente es muy laborioso escribir proyec-
ciones para demostrar qile mm smíbconjunto es definible. Estamos más habituados a escribir
tórnuilas. Precisemos que es lo que queremos decir coii una fórmula (le pr’¿mer orden (del
lenguaje de una estructura o—muíímal). Una fórmula de primer orden se construye cíe
;:wuerdrí a las siguientes reglas.
1. Si E’ c E[X1 , X,] entonces P(srí ,...,sr,,) = O y P(sr , x~) > O son fórmulas
de primer Llr(ldn.
2. Si A es un subeoniunto definible ríe E”’, entonces sí: E A (donde st = (srm ,...,sr,.,)) es
una fórmula de primer orden.
í. Si 1 (si; i ‘rs,,) y ‘1’ (Li , rs,,) son fórmulas de primer orden, entonces ‘‘4~ y
o ‘1’”, ‘mir> 4V’, 4~ ~ ‘1’ son fórmulas de primer orden.
4. Si «‘(y. sí:) es una fi$rmula de primer orden (donde ?I = (mp, . . . , y~,) y ir = (sí: ,
y A es un subconjumto definible cte fi”’, entonces 5us E A ‘l~ (y, st) y Vas E A 4~ (y, sí;)
son fórmulas de primer orden.
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Teorema 1.1.5 Sí ~b(Sr ,...sr.,.,) es una Jorniula de primer orden, el cony’unto ríe los
p’tíntos (u: i . - . st,) en E”” que s riusfacen «‘(si:’j. , rs,,) es definible.
De’rnost’ear:io’,i.. Procederemos por induccíen sobre la construcción de las fórmulas. La
Regla 1 pro duce los eonj mitos semnialgebraicos, que srm definibles. La Regia 2 obvmiuneute
íu<mdmxce <:oujuntos definibles. La RegIa 3 también genera conjuntos definibles por<íue 8,,
es r:errado í3or operaciones booleanas. La Regla 4 refleja el hecho de mme la proyecciom¿ ¿le
un conj mito definible es definible. De líe:hio, si B = { (y. sr:) E fVt~» s 4 (y. sí;) es ¿iehiniblrs
y ~ : fiP’~ >‘ e LV> denota la proveccion sobre las p píiíneras coordería las, tenernos qí te
{y CE 1W’ uit c A «<y, sr)} = w~±.,,~((JP>>s A) n LI),
{y E fi0 : Vs,; C A «ti, sí;) } = RP \ w~s.,,0((E’> x A) fl (fi’>4”’ \ fi))
lo (file muestra que arribos corrjuntos Son definibles. Em
Obsérvese que las variables c:uantihcadas ríeben variar a lo largo de <:onrjimutos definibles. e>’
Por ej eínplo
{(sc,y) c : 2’x¡ cl 1~ y = rcr}
no es definible: si este c:onjnuto fuese definible, su imíters¿ bu con la recta sí: = 1 seria
(iefinil3le. Pero esta nitersecciomí es el con’jm rito (1, y) e ll~ u E M~ , que no es definible
‘por el axioma de o—mmnnuahdad. FI problenia. claro esta es que U tu e.s rli=lmibleen E.
Observaciones 1.1.6 (í) Si f s A e 1? es una f’unr ion definible, entonces cl conjunto{ sc G A : fi (sí:) >- (4 es definible. Poí’ tanto, pode reos aceptar rlcsíquaídrtríes que
ín’orjí’ucrysn ¡‘unciones definibles en j4rmnías que de/¿nr:n conjuntos de/inibíes.
(u) Sea A ‘un. subeonjunto definible no saeto de 1?”>. Papa st E 11/’ defi’r¿.í’rri.os rííst(sc. >4)
como el ?nfiníc3 del conjunto de los 171 — ~í:h!= (y; — sr;)’2 c’iíandr> i¡ ‘recorte >4 -
Tenemos cutos. r:es que dist(sí: , A) es un número bien ríefui río y que Sr: ~—‘Yrííst( sí: - A es
‘ana función definible cont~nua sobre .1?”’.
Una buena referencia sobre las propiedades (le las fórímutílas (~Ie príímíer orriemí y sobre e>
teoría de modelos en general es [15).
e’
e>
1.2 Descomposición en celdas e>
e>
Fu esta sec:íóui dernostranios la existencia ríe una descomposición cii :eh.las para conjmnítos
definibles, que gemíeraliza la descornposicnui cilíndrica de conjm.intos sentialgebraicos. Este
resultado resulta ser r:mucíal para el estudio de la geometría o—mininui.I..
En primer lugar ‘vemos un teoreimia que estudía la monotonía de las fun:iones ríefinibles.
e>
Teorema 1.2.1 (Teorema de Monotonía) Sea f (u, b) e fi ‘tina ¡‘unción definible.
Piscis te una subdru~s;óm’í. jimia a = a<~ < o. .. cl <tj~. = b dr: frrc’,rru qn.es o tic cada
¿otr’r’vaío (a,, a~ ) f es continua y, o bien constante, o bien es t’r-;ctamc’ntc ‘rnonotona.
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La clave en la demostración del rfeorenía de Monotonía es el siguiente
Lema 1.2.2 Sea j’ : (a. b) —> E ‘una función definible. O bien existe un s’ubintervalo ríe
(a. b) sobre el que ¡ es constante, o bien existe unsv.bintervalo de (a, 13) sríbre el q’u.e ¡ es
est’r’~ctrxmerI.te ino’notr>na y contznna.
Demostracío’n. Supongamos que no existe ningún intervalo de (a, b) sobre el que f sea
c< mristaimte.
Primer paso: existe un subintervalo sobre el cual f es ínyeetiva. De la símposición
anterior se sigue que, para todo y en fi, el conjunto definible f4(y) es finito. En caso
contrario, ¡ L(~j) r:orrterídría un intervalo sobre el cual f = y. De esta forma el conjunto
definible f((o~, b)) es infinito y contierre un intervalo A La función q: J e (a, b) definida
por e/y) = min(f””1 (y)) es definible y satisface f cg = I~. Corno q es inyeetiva, =(.J)es
umfinito y contiene mr subíntervalo 1 de (a. b). Tenemos entomices qmíe y o ¡ji = íd
1 y ¡ es
íríyeetiva sobre 1.
Segmrndrí paso: esx:mste nns’ub~ntcrvalo sobre el que f es estrietrímente ‘monótona. Sabe—
mus qmre f es myectiva sol.>re un subintervalo 1 (le (a~, b) - Tomemos st e 1. Los conjuntos
14(st) {y cl 1: f(y) > f(st)}
L$st) ~/ C 1 f(y) < f(x)}
forniarí una particion definible de 1 \ {x}. Por tanto, existe un e > O tal que (st e, st) (resp.
(sí:, sí: + e)) está contenido en 1±(st) o en 11(x) - Tenernos por tanto cuatro posibilidades
1’>~ (st), @{ — (Sr). l~ ~ (sí:) y «L (Sr) que inducen una partición definible (le 1. Por
ejemplo, <Il>± . (sr) es la fórmula
]c VV E 1 ((st — e cl y <c st =~ f(y) > ¡(st)) y (st < y cl st + e ~ f(y) cl ¡‘(st)))
Sea ‘I±~= <rs ~ 1 : ¿L4±(ir)};de fornía análoga se definen los conjuntos ‘b4., ‘k~
y «= . Afiríríamos que 4=±±y <b~.> son finitos. Basta denrostrar esta afirmación para
<b.F+. (para <ll½<~ reemplazarnos f por —f). Si ~ no es finito, contiene un subintervalo
de .1, que llamnaremos también 1. Definamos
B = {x E 1 : Vy E Iy > st ~ f(~) > f(x)}.
Si 13 contiene mmmi intervalo entonces 1 es estrictamente creciente en este intervalo, lo
qmxe r:ontradice que esté c:oirteiii<io en «m~.>+. Por tanto fi es finito. Sustituyendo 1 por
(ínax(fi), +oc) cl 1 si fi J ~ podemos sl1l)oner qíre
(*) Vx E 1 By E f (y > sí: y [(y) < 1(L)).
Tomemos st E 1. El conjunto definible (X = ~y c 1 : y > st y f(y) < f(st)j es no vacío. Si
(it,. fmíese finito, su rríáximo sería un elemento de 1 que contradice la propiedad (sc) - Por
tanto. Gt~ comitiemie tírí intervalo. Sea z el ínfimo del iírterior de 0,’. Teucros que z > Sí;
12 CAPiTULO 1. ESTRUCTURAS 0-MINIMALES
u,
ya que f > j’ (sí:) sobre cierto intervalo (Sr, sí: + e). Tenemímos tanmbiémi que f > f(sr) sol)>-e
cmerto intervalo (z e, .z) y 1’ cl >/ (st) sobre cierto irliervalo (z. + e). Por tanto se verifh:a
la sigm.riente fórirtula tf’ .~, . (=)
Be >0 Vt El Vn EJ (z —ecl t clx <‘it cl z + e mt f~) > f(’u)).
De esta férma hemos demostrado
(*t) Vsr e 1 5=E 1 (st < z y ‘I3~.j=)). u,’
e>
El rinijunto definible <le elerriemítos (le 1’ qíme satisfacemí 4)> es no vacío y mio es fui to: emí
:aso comitrario, su máximo no verificaría (*-t) - Entonces podemos suponer, reeniplazan<.lo
1 por ¡mmi síibmnkrvalo mmíás pequeño, que 4) + se veriflr:a sobre 1’ Consideremos la fmmíícmomi
definible ir : —1’ —> fi clefimncla como /¿(sí:) = f (“—‘u:). La propiedad ‘1’H’,H” jiara it Se verifi<:a
sobre 1. Por tanto, por el arginnento anterior, hay un subíntervalo de —1 sobre el
me se ver-ifirsa 4) > para ir. Esto significa que exístÁ? umí subím’mtc rvalo de 1 sobre el que
se verifica 4½.,~ para f (imítercámbiese izquierda y (lerecta) - Solure este símbímítervalo se
verifican simnultáneaníemite 4i~ y 4).~.. ~. , lo que es muma eomtradíc:eión. Esto demuestra
nuestra afirmación inicial -
e>
Así, como 4) .~ .~ y 4) .. son finitos, reemplazando .1 por un subírmiervalo rimas pequerto,
po(ienios suponer qi.ie 4) = 1 o biemí 4)< = ~ Digamos que l½~,~ = 1. Entomicesj. es estríctamitemite creciemíte sobre 1. De her:ho. para trirlo srs E 1. el r:ommjmiuito definible
y c .1 : y > Sr: yf > f (st) sobre (st, y) 4 es no vacío y su suprenito es necesarmamnemrte el
extrenio rIeredio dr i (emí caso comítrarir, es te supremo mío verificaría ‘l’. ,~) . De formí.um.
similar. si ‘ib~ 1 mítomírses 7 es estrictamente decreciente sobre 1.
Ultimo paso ha q un s’ul3ínter-vaío sobre el que f es’ eslí-ietaínr’nte ‘rrír3nritr3na y con—
tín’ua. R.ecord uros que ¡ es estrictamente. rmxommótona sobre 1. El conjunto definible
¡(1) es infinmto y eommtiene i.ímí intervalo .1. La iníagemi inversa ¡—‘1 (4) es el intervalo
(iuf(¡ 1QJ)), smíj4f 1 (.1))). Reemuplazando .1 pOr este intervalo, podemos suponer que
7’ es una biyer:r:iomm estrictamente mnonotoria entre el intervalo Y y el intervalo .1. Co-
rito la imagen inversa <le mmmi snbmtervalo de .1 es un sulmiutervalo de 1’, f es comítímuna.
e>
Demostraeíd’rr riel Teorema de Monotonía. Definimos AL (resp - Xy, Xx) r’:oIno el
<:oiij nulo dehmitide de los sí: E (a, b) tales que f es constante (resp. :ommtimm.¡í;í y estrir:ta—
mente cm-ccjente, :ontinmma y est rictanmente decrer:iente) sobre nmm intervalo qmme comítíene a
st. Entonces
(a, b) \ (Xi U U ¾)
es finito. Fmi caso comítrarmo, contemidría un intervalo, lo qmie seria íimía contradiccion COmí
el anterior Lenta 1.2.2. Por tanto, existe níma sm.mbdivisión a = río cl a, j cl ... -cl op = b
de formmia que cada (a;. a;~ ) esta contenidr en X~. o emí o en Xj. Claramnemíte f es
continua sobre :ada (a;, U;~j~ ) . Toníemnos sí: E (a;, aH.] ) . Si (a.;, a;~ m ) está contenido en X —
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(resp. X7, X\), sea D,’ el commjunto (le los y E (a.;, a;±i)tales que sr cl y y f = ¡(sc) (resp.
f > ¡(sí:).] cl ¡(st)) sobre (sí:, y). El conjunto D~ es ríefinible, no vacío y su supremo
es ¡mecesarmamemrte rí;+ 1 - Se sigue entonces rímie f es constante o estrictamnente imnoimótona
Sr>lire (a.;, o;+ 1). u
A r:onitinimiacióii vamos a establecer tres teoremas que están niruy relacionarlos: el teo-
remna de flm’íitiíd míiiifornie. el teorema sobre rlescolnpr)sieión en celdas y el teorenia de
comítinuidad a trozos.
Emi primer Ligar, digamos qué es para míosrtros una descomposición en ceínas. La
mioción (le descompos’¿cí¿n en r:eír/as definible ciUndrica (dede) r¡e fi”’ es ma generalización
ríe la ¿‘lesconiposición en c:elnias cilirirírica algebraica. Definiros la dede Por imrrlmíeción sol)re
Definición 1.2.3 Una dede de E” es una partición finita de E” en conjuntos definibles
(úi;E~’ q’ue’ve.’rifican las propiedades siguientes. Los O; se llaman las celdas de la eded.
ir = 1 : Una dcdrs de fi está dada por una sm¡bdi’oisión finita a1 ... cl a¡ de fi. Las
ceínas nc fi srm, los conjuntos unitarios {o’; } 1 cl i cl 1, y iris ;ntervalrjs (ay, a;4 ¡
O<icll dondeao=—ocya,4i=+oc.
‘rí. > 1 : Una dcde de fi”’ estrí dada por una dede de ~nr y, para cada celda 13 de fi>2—m,
fo.ncirrnes r:ontinua’s definibles
úJdcl.cl(D,I(D<D-4E
Las celdas de 1?” son los gíafos
f(sí:, &D,í(5’)) : st E D}, O cl i cl 1(D),
y las l’)aiinias
((u,;, (D,í+I) = {(st, y) : st E 13 y QÁst) cl y cl %~-: (x)}
para O cl í cl 1(13), donde (~» —<~ Y (D,i(D)±m=
Nótese qime el. hecho ríe nne nimia celda de umía derie es deflirible se siguri de forma
imímírediata (le la definición y de los axiomas ríe estructura o—rrminimnal. Nótese tatmíbiómí que
sin,,,,, :1?”’ —4 fi
0’, ra cl ‘r’¿, es la proyeecion en las primeras ‘rn. coordenadas, las imnágenes
llor ~,, ,,, de las celrlas de inmia dede de fi”’ sr~n las celdas de un dede de fi~•
UrsIluimnos prr indireciómí la ríimensión de una celda. La (linierisi~m1 de uií conjunto
¡niitario es O y la <linmíenísiómí de un intervalo es 1. Si O es mira celda <‘le 1?”’, la (limensiolí
<le O es diín(n,,,, ¡ (O)) si O es ni ir graL y di¡n(w.,,,’, ~(C)) + 1 si O es miura banda.
Proposición 1.2.4 Para cada crida O de una dede de E” existe un homeornorfismo de-
finible Oc. O —* ~< ~»(e”) -
14 CAPÍTULO 1. ESTRUCTURAS 0-MINIMALES e’
13 rsmostr-acirin. Sea. 13 = my,,~ (O) y supongamos qire O~ : 13 —+ fi4’’”( ¡3) está ya definiría.
Sea (si:, y) E O. donde sr E 13. Defimninros Oc: (st, y) como O~ (sí:) si C es nímí grafo. y como
(onxí 4n,.dx) — y + y + y)
(Sr) —
si O es la i)amlrla (4íí’;, 4~;~«~ ) (evirientemneirte (lebemnos r)iíiitir aquellas fracciones emí bis
r’íu<’s en el deimoininarhír al)arezcanl fímmíciones infinitas) Em
e>
e>’
La miocion de conexión no se comuporta bien si E # IR.
por la míociómi cíe correxion <‘lefiírils>le.
Definición 1.2.5 Un con ¡‘unU) definible A se dice que
tr3do por ríe subeonjuntos definibles abieí-tns disj’untos LI
tiene A = U o A = 1”’. Un cr’’n¡’untr.’ definible A se níice
carmnimnos sr, par-a lor/r par de puntos a y b en A, existe
“y: [0,1] —>A tal que-y(O) =a y”y(l) =b.
Por esta razómr debe ser sustitmiida
e>-
e>
es defiu¡ibiem.í¡emxte conexo sí. par’rm
y V de A taíe.s que A = UUV.se
que es defimiibleniemíte rsonexo por
‘aun aplicación definible r:r3’Ittírl.’tt rr
Es fácil ver qíre <sí segmento [0, 11 es definiblemnente conexo, que la coimexión defimniblrs
por arcos nmrplir’:a la coimexiómí defiuiibi<.”., qmme carla caja (0, 1)” es definibieniente <:r)nexa y
que <:ada celda, en rmíma dcdc es definiibiemnexmte comwxa.
A contímumación establ<.scemos los tres t<.nreimras imnrl)ortamltes ríe l<lm5 <j tic habíamos ante—
rm<3rmireIrte. En lo qm.¡e sigrme, rlem¡otareíímos por ~ 5 el número de elenicmrtos de umí <:omrJ m imit<i
finito 5.
Teorema 1.2.6 (Finitud Uniforme FU,,) Sea A un s’u.beon¡’unto drsfiníbírs de U’> tal
que, 73(1ra rsada..’r: E E” , el eonjuntr3
A., = {y E E: (st,y) e A}
es finito. E’ntor,.rsrss exístrs A: E N tal que #A,’ =A: para todr st E E’> -
Teorema 1.2.7 (Descomposición en Celdas 1301)0,.) Sea’,! >4~ . Ap subeonj’untos’
drsfi’rríbIes de U”’ - Existe ‘una rírsde drs U”’ drs foimní que carla A
1 es ‘¡rna mí’nínín de ceínas.
Umna derie ríe fi.>’ <pie satisfar’:e la propiedad del t<.~orenii:r anterior se dice adaptarla o.
A1.
Teorema 1.2.8 (Continuidad a Trozos C27~) Sea A un. s’ubcon’}’u’nto definible de 1?”’ y
¡ A —± fi ‘una ¡unción ríefinible. Pintonees esviste una den/e de fi”’ adaptada a A tal que,
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Demostrarnos estos tres teoremas snmultáneamnente por inducr:ión sobre ‘n.. Para u = 1,
FU1 es trivial (E
0 es un unicr) pinto), DCDC’[ se obtiene inmediatamente de los axionras
<le o—nniuin’raliriad y CTi es una consecu<sncia del Teorema de Monotonía 1.2.1 - Por 1<)
tanto porlemos sm.ni)omler que ‘a’ > 1 y qmíe FU,,>., DCDCm. y Ct,, se verifican para todo
¡sírtero itt tal r.jm.ie (1 cl ‘ra cl ‘r’r -
Demostración ríe PU,. - Fin l)rimem: lugar, podemos simponer que, para tr)do sr E E””—
el r:omijn¡nto A,. esta contenirlo en (—1,1). Sea ji fi —4 (—1, 1) el líomeomnorfmsmno 5(5—
im>ialgelím’aic<í <‘lefinido por jsí(y) = y/ 1 + y2 - Podemos reemplazar >4 por su imagemí por
(si:, y) ~—> (Sr, y. (y)) <jire satisface la suposición anterior.
Para. sí: E R.””1 e i = 1.2,... definirnos f4x) como el i-ésimo elemento de A.,’, si
este existe. Nótese que la función f;. es definible. Llamaremos a a E R”1 bueno sí
j’m ---~f#c-u) estámr definidas y son continuas sobre una caja abierta qire <‘:ontiene a a y
a mro pertemnece a la clamísmíra del dominio de f#(Á~)±m- Fmi otras palabras, a es bmmeno si y
s<>lo si está cmi una r:aja abierta, 13 rl fi”’ ríe forma que (B x E) ÑA es la umnión de grafos
rlrs f¡.nicirmes definibles comítinuas
4í cl . -. cl s fi —* (—1.1) (4; =
Liannaremnos a o. E E”””— malo si no es bueno.
Primer paso: el conjunto de los puntos buenos es ríe finible. Sea a un l)unto ríe ~ L -
Si b pertemíece a [—1,1],decimos que (a, b) ~ E” es normal si existe unía caja abierta
O = 13 x (r.s, d) G R~ ímme contiene el punto (a, b) y de forma que A nC es o l)ien va~:ío o
luemr el grato <le una fmnnción definible continua 13 —‘4 (e, d) -
Claramnente, si o. es bueno, (a. b) es normal para cada b E [—1,1].Si a es níaln> y .f< es la
prumíera fm.mnción fl tal que o. está en la clausura del dominio <le / y 1 mro está definida d<.’s
fin-nra r:omntimn¡¡a <su una caja abierta que contiene a a, sea fi(a) lun mf .~ fl(x) c [—1,1].
Afirmamos que (ni. /3(a)) no es normal. Supomugamnos (lime lo es. Existe entonces imiia caj a
abierta 13 x (.:, rl) que contiene a (a, /3(a)) y cuya intersección con A es el grafo de una
fmmmm<:ión definible continua rj LI -~ (e, rl) - Supongamos que fí (st) > e: para todo st E E
tal que f¡ (sí:) está ríefinido. Si 1 > 1 y f3(a.) = fi—. (a), tendríamos que q = — ~j~ ya gime
13 es definiblenmíente conexo. Pasaría entonces que fi (sí:) > d para to<lo sí: E E tal gime fí (sr)
está definirlo, lo que crmtradiría fi(o) cl d. De est.a forma, podernos suponer qmie 1 = 1 o
qime 7)... m cl e sobre LI. Se deduce enton<:es que y = f¿
1 2, lo que r:ontradice la definición (le
/. Por tanto Imenmrís demostrarlo la afirmación anterior.
Efemnios mostrarlo ríe <:ssta férmna <íue a. E fi> es bmnelir) si y sólo si, para. todo b e (— 1,1],
(a. b) es normal. De esto se deduce fácilmente que el conjunto de puntos buenos es definible.
Segundo paso: el conjunto drs puntos buenos es denso. En caso conítiario, existe una
:aja abierta 13 G ~“‘... contenida en el conjunto de puntos malos. Consideremos la función
rlefinible /3 : 13 —> 1— 1, 1] <lefinida (tomo (smi rsl primer paso. Por CT.,~<. podernos suponer
que fi es <soirtimnmna. Para st ~ E definirnos fÉ (Sr) (respectivanmente /34 (st)) <:omno el máxunmo
(respectívanrente <sí mnímmixno) de los y E >4 tales gime y cl /3(x) (respectivamníente y > ¡3(sí:))
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que /L.. (resper:tivamrnnte ¡3m) o bie¡r río está deflinida para ningún prnmrto ele 13 o ltiemr <~
conítímuna sobre LI. De esta forma el r:on’junto nc. puntos (st, y) E A 0 (13 x E) tales que
y # Íi(sr:) es abierto y cerrado en A cl (B x R) - Reduciendo aún más la caja LI, podemos
simpoimer q ¡me el grafo <le /3 es o bieim disj muil.o deAo bien está coiiteiii< lo cmi A. El prinue¡’
caso contradice la defimíiciómm rlr=/3. Em el segmimido caso. (Sr, /3(x)) sería ¡iii jumímto ¡morimíal
para r:ada sí; E B~ lo que comítradice lo qmmr=fue probarlo cmi el primli<sr pas<). De esta formmma
Imenmos demostrado que el r~:on~nntr <le pumrtos inicuos es dr.snso.
Tercer paso. P<.n DCDC,, -.~, <.sxiste imima d<.:dc nl<.~ fi!’ — ‘~ adaptarla al conuj mimíto ri~=1<ts
~>imirtos buenos - Sea Ci mmmía t:el<.la d dínmenision ir — 1 ríe 1?”>’— - Comíro los pimmitos bmmimos
somí <‘lemísos. carla st ~ (1 es l)nmemmo. Toníemmíos o. G Ci. El r:onjunto <1<’? los si: E Ci tales
(‘lime # (A.,) = # (A0) es defiumible, abierto y cerrado mm Ci. Por la crunexión defimiible <le
O’, tal <Sonjnimmto es igmial a Ci. Si 13 es mimia celda ríe fi”” ¡ de diímiemísiómi imiás pe<inmemia,
po<ien¡os mitilizar el homneomnorfisímno nlefimiible
0D : 13 ~ fidiIlI 1) y la silposiciomí rl<s riml(5
;~ se verifica para drsníostr’ar que # (A,.) está uniformneímmente acotado para sí: E .D -





Demostración de DCDC.,. Sea A el conq ¡imito de hís (sc. y) cl fi>’”.. ¡ x U tales que y
pertenrece a la frontera nle uno (le los A
1,,,... , A,~,’ (la fion& ma de 5 <sir 1? es S\int(S) ).
Claramente A es definible y satisface las hipótesis de Fil Por tanto #(A,,) tiene mm
nmaxnmmo 1 para t<)rl<) st E U””’’ , y A es la unión ¡le los gíabs de las buiciones J¡ , ... , fi
definirlas al I)rim’Icipir) <le la <lenmostraciomí de FU,.,. Dehmimnios rl tipo nc sí: E U””’ ¡ comno el
comrj unto rie los smgrnentrss datos: e>
e’
•
• los commjímmmtos ríe l<)s j E {l, .., /4 tales que [(sí) eA,,, para í = i, ,
• los <:onj untos ríe los 1 e 41,.... A:J tales qnme (fi (sí:) ,f;.j. m (sí:)) cl ~ para i =
0,.... -# (A,’) (donde jo = ‘—‘<~ y -‘#(-4.~ )A- ¡(sí;) = + ~>.
Corno hay mmmi númnero ¡irrito de t.iI)os posibles y el conjunto ríe pmnmitos cmi fi”’ — con ¡¡mí ti1)<)
rh¿rdo es defim~iib le., dedmicímimos de DCDC.,, — <~ue existe rmmia dcdr: <le 1?” tal (lime ríos pmimmtos
de la mmiisnnma celda de f?” ‘ tienemí el muisímio tipo. Es muás, nitilizamiclo CT,,.. i. , l)<)(ieiii<)5
snml)onmer qmme la níede <le fi” ‘ es tal que, pan-a cada celda Ci y cada í = 1, .1, 0 biemí f;
11.0 está definirla para ningúmm pnimuto de Ci, o bien /1, está ¡‘lefimíida y es comítuimia sobm’e Ci.
La dede <le E” — ¡ que Inenmios ol)teiiido, íílmlt< comí las restrir’:<:iomies <‘le las fumíciones fi a las
celdas de esta dr:dc. defimren rina dede de E”’ adaptada a A , -..~ Ap - Em
e,
e>’
Demostrníe’írmn dc CT,,. e>
Primer pní.so. Supongamnios <lime A es umía caja abierta 13 x (a. b) c 1?’’’— x .11. Alirmuimmnos
qíme existe imita caja abierta A’ c A tal (lime ¡‘~ .~, es conrt immm ¡a.
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Para carla ~r cl LI, tommíeínos A(x) comno el supremo del conjunto de los y cl (a, b)
tales rírme .f (sr:, -) es r:oímtinm.ía y mmíoííótona sobre (a, y) - El Teorema de Moimotoimía 1.2.1
iimmplica qime A (st) > a para torlr ~r cl .23. La fmmn<:ióím A es <lefinible, Aplicando CT,>.. ¡ a
A y reemnplazan(lo 13 por muma subeaja abierta más pe<íuefla, po<lemos snnI)onmer qmne A es
<:ont’.imim.ma. Reemplazando de mirmevo 13 por ¡rna subeaja más peqmmeña, podenr<s suporrer (lime
existe e > a tal rímie A > e. R.eeínrplazando finalnrente b por e, pr)denmos sííp<mner qmíe, para
cada sc E 13, f (st, .) es r:oímtinmua y nírímiótomía sobre (a, b) -
Almora considerenmos el conjmmnto Ci de l)imntos (st, y) C 13 x (a, b) tales <lime ¡ (-, y) es
<:r.mmtimmnma crí Sr - El <:onj ummto Ci es rieflímible. Se sigue de CTE,.... que, para cada y E (a, b) , el
<.:<mjunto de st tales qmie f(, y) es continua cmi st es denso en 13. Por tanto Ci es denso eim >4.
ApI icaurlo DCDC,, rlednmciníos <ímme Ci commtieiíe ¡muir snmbcaja abierta de A. R.eenmplazaimdo
A íor rssta smmb:aja más pequemía, 1)odeimmos supoirer que para <:arla y E (o., b) , f (- , y) es
<:oimtinimma.
Por tanto basta commsiderar ~dcaso en el rínme ¡ (st, -) es coímtinua y monótona sobre (nr, b)
ímra t<)rlr) si: E 13 wf (-,y) es <:omil.imiuia sobre 13 I)ara cada y E (a, b). En esta situación. ¡
<:oíitnmmma sobre LI x (a, b). De hecho, tomemnos <~0, 711m) c 13 x (a, b) y sea Y imím iirtervalo
que c<ímmticíme a ¡ (ir:
0, í/~) - P<r la coímtinuidad de f (st0, -), encontramos y r cl y0 cl y2 tales
que ¡(st0, y’) E 1 para i = 1, 2. Por la coíítiimuidad (le f (-, y>), címeonítranmos mnma caja
abierta 13’ c 13 que contiene a st0, tal qmíe f(13’ x {í/}) C 1 para i = 1,2. Se sigíre de la
¡mioiiot<mmiía (le ¡(sí:,-) qíme f(B’ x (y1. ~~2)) G 1. Esto I)rimeba la continuida<l de 1 y completa
la (leinostración de nuestra afiruxaenon.
Srsgunnío paso. Ahora i)r.)(lenios probar CT~ - Comrsiderenmos el conJummito 13 de pmmiit~s (le
A riolíde j es r:ontinua. El conjmmímto 13 es <lefinible. Por DCDC,.. existe imíra (lcdc (le fi>”
a(lapta(ia a >4 y a 13. Si E es nimia celda abierta conteimida cmi A, el primer paso prm.ieba (Imie
Pifl 13 es mro wreír, por lo qnme .5 ci 13 y ¡ es comitumna emr E. Si F es mína celda ríe dimníensmon
r/ cl ir :omiteíiiria eím A, hay mm honmeomnorfismno definible O~; E —4 .Rt’. Comímponienmdo .¡
<:omi O,~ ¡ y al)licanido CT,.¡, obtenemnos nimia partíciómm irrita de E en smmbconjmmntos definibles
E; tales que f)”, es (:ommtiímua. Por tanto, existe uima
1)articiómm fimíita cíe A cmi subconjuntos
níefinibles A~ . Ap tal (lime ¡jA; es coímtimrua para i = 1, . . - , le. Utilizando DCDC.,,,
<‘mbteíienmros una dede <le fi” adaptada a A1, . . . , Ap. De esta forma podemos suponer que
los A; somr (:el(las (le mrmr <lcdc (le 10. u
1.3 Componentes conexas y dimensión
(‘~oiím<.mmizamos esta sec<:momx <:oii mmmi resumlta(io taim immxportante conímo el Lenima (le selección ríe
r:urvas. Aiites (le ver este lenma, vamos a (lar un resimítado (le gramm utilidad. Dice que si
se verifica immra flírmímula “Vx E X By cl Y (st, y) E Z~’ , ciomide X, Y y Z soir <sonjuntos
rlefiuiibles, entomices y puede ser elegido <:omno immra función rl<.~fiimible de ir E X.
Teorema 1.3.1 (Elección Definible) Sea A un subeonjunto definible de fifll. x E». De-
íroten¡.os por ir a’>” >< ....> prn la proyección, sobre las p’r-imerasm coordenadas. Existe
1.8 CAPÍTULO 1. ESTRUCTURAS 0-MINIMALES
una n.pl;cacíon definible 1 : xt4) fi” tal que, para riada sc E ir(A), (ir. ¡(Sr)) perteneers a
A. e>’
Demost’r-ar:íón. Basta r:omm considerar el caso ‘ti = 1- El caso general se sigrme descommip<m—
mnmemm<.l< la 1)royer:<:iomI LI’”’4”’ —‘4 LI”” comímo fi”>”4’ —± E””4””— - - - —-> fi”>”’1’ 1 ~ fi’!!!.
Conmsir’leremnos ¡mima (lc(’lr: (le LI””4 ¡ adaptaría a A. La proyeccióí’¡ ir(A) es la mimniómí de
las immíágemres por ir de las ceirlas commtemmirias en A. D<=<ssta fornmia, po<lemnos supomier qmme A
es i.imma ceína <le fi”’<t’ y eommsecmmeimtemrremmte ir(A) es nimia celda (le fi’!>! - Si A es el grafo <‘le
¿0 A —> fi., i)o(iemmlos tommmar f = ¿0. Si A es mmnma bamm<la (¿0:. 4~¡+’¡ ) , nlonnl<=ammmímas fmmmi<’:iones
5<)mi fintas, t,ommrammios ¡ = ~(¿0 + ¿0~ ¡ ) - Si por ejemnplo ¿0 es fimiita y (:±L = +~, tonlammir)s
f = ¿0±1.
u,’
Teorema 1.3.2 (Lema de Selección de Curvas) Sea A urr subr:onja’nto deflíríble de
1?’” y b ‘un pmrntn ríe la cía’o.sn.m-a de A. Pintonees esristrs itrio. apíirso.cióír ríefinible eonlíir’ua
‘y [(1,1) —YE’’ tal qmíe ‘y(O) = b y ‘y((O, 1)) ci A.
Demostración.. Sea X = {(t.) E fi x fl!¿ st E A y ¡¡st — a[ cl t~. Sea ir fi >< E” —4 fi
la proy<.sccmomm s<.trc la primmmera r:oorrlemmada. Comno o. E A. temienmios qm.me ir (X) = {t cl 1?
> Of Aplicando el Teoremmma de Ele<:ciómr Definible 1.3.1 y el Teoreimia. rIn Momiotonía
1.2.1. eni<.:ommtram<s mmmi c > (1 y umna aplicacionm defimmible commtimmua rS ((.1, e) —+ A tal <ímme
¿5(t) — o. cl t. Claramnemite porlemiros exten(ler ¿ (le formíma commtinmma a ni [0, e) —± fi”’ comí
¿(0) — a y (lehinimnos ‘y (0,1) ~ fi!! <:0mb ‘y(t) = ¿(t/s) - Em
El Leimia de Seleecióí’m ei<.~ Cimrvas simstituye el uso de snícesmommes cmi imrmrchas sitmmaciomies.
Por ej eniplo, es fácil ver util izamido este leimna que unía. fummr:iómm <lefimm jimíe f A -4 LI es <:<)mi—





La nor’:iómr (le conmipaciniad es tanml)ién l)roblemmiática parmr cmmerl)os reales n:errael<s gemiera—
les. Por ello si.mstitrminíos esta imociómí pon la sigimiemite. Diremmmos qmme mmmi smmbcomijimmito A ci fi”’
es crsí-rado—acotarío si es <:erra<Io y acotado (para mmmmestra topología (leflmrible) - Esta riefimni—
emon. es conmmpatible comí la mmo<:iómm (le commml)ar:idani riefimíjlmle (lIme a1)arece en 113]. Pi sig¡mi<.siit<s
resimítado ¡mos mímimestra que po<lemnos retemier las buemías propieriades ríe la r:oímíl >a<:i<”ia< 1 si
trabal amnios <:on r.¡bjetos detinmibles n:erra<’los—a<.:<.tarh s.
*





1. A. es cerrado-acotado.
e,
2. Ciaría aplicación defin;ble co’ntin’a.a (0,1) —‘4 A se extiennle dr’s ‘una manrsra conti’,rm,.o.
a ‘una rm.pl’ícació’r¡ [0. 1) —+ A.
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3. Para cada función definible continua f A —-* E, f(A) es cerrado-acotado.
Drs’rn.ostraeión. 1 mt 2. Unía aplicación defimmible continua (0,1) — A se extiemrde de forma
<:onmtínmma a mmmma aplica<.:ion [0,1) —‘4 E’2: cada coordenada de la aplicación tiene un limníite
<.:¡mamm(io t —+ 0~< y este línirite está emm E ya que A está acotado. Comn A es cerrado, el valor
<le la extemisiómí a. O pertener:<s a A.
2 mt 3. Símpommgamnmos que f (A) mío esta ar:n)tadr). C<nsideremnos
X = {(t,st) E Ex fi” st EA y t]f(st)¡ = 1)>
Emmtomm<:es la proye<:ciómm (le X sobre la prinmera coordenada <.:ontiene algúmm intervalo de la
formnma (O, e). Utilizando el Teorema de ele<seíón deflumible 1.3.1 y el Teorema de mnonotommía
1.2.1, y ajustando el immtervalo de defimíición, podemos srmpommer que existe urna aplicaciómí
n:ommtinnma rS (0. 1) —‘4 A tal (Irme linmr.>o, ¡ .f(3(t)) = +~. Esto implica que ni mmo se l)imenie
exten<ler (le formima co¡mtinnma a mmmma aplicación [0,1) ~> A, lo <me contradice 2. Por tanto,
7(A) est.á acotado. Ahora commsi(leremnos b l)erteneciemmte a la clausura f(A). Comísideremos
Y={(t,s¡:)Efixfl”:srEAy~b—f(x)Jclt}.
El mmíismno argnmmn<.smito d<.~ antes umos permite en(:r)Imtrar irma al)licaeiómm contiurma ‘y (0,1) —* A
<me vr.srifica linmr.+r¡+ ¡ (y(t)) = b. Por 2, ‘y se pímerle extemm<ler ríe foruma commtimurma a umma
apli<’:acirmmr [0,1) A y su valor emm O es mmmm elemnento a E A tal que f(a) = b. Esto níuíestra
<píe f(A) es cerrado.
:3 mt 1 - Commmo la imagen ríe A por cada fmmmmciómm coordenada está acotada, A está
an:nmta<io. Sea b E >4. Comimo la inmagen de A por st —* ¡¡sí: — bu es cerrada, emmtommces commtiene
al O. Prr ta¡mtr b pertenec<s a A, lo qmre mimumestra que A es cerrado. E
Corolario 1.3.4 Sea A un conjunto definible cerrado-acotado. Sí 13 es un conjunto defi-
nible definibíemente líomeomorfo a A, entonces 13 es también, cerrado-acotado.
El r:orr)lario prerenlente mmos ¡nimestra que la propie<Ia<l <‘le ser <.errado—acota<lo, para
<:omíjmmmrtos niefimmibles, es immtrínse<’:a (emm el semmtido de que mio depemm<le de la immmersiónm emm el
<sspar’:in. afímí) - La propiedad ríe ser localnrenmte cerrado es tamnbiémr inmtrínseca, en el mmrisnio
semmti(ln). R<s<:ordanmr.s rí¡.me un s1.mi)commjunto (le fi” es lo<:almente cerrado si es abierto emr smi
latís mira.
Proposición 1.3.5 1) Un conjunto definible A G fi” es localmente cerrado si y sólo si
crida punto st c A tiene en A una base de entornos dr~flnibles cerrados-acotados.
2) Si A es un conjunto definible localmente cerrado, y 13 es un. conjunto definible
defi’rríbíemente Iromeomorfo a A, entonces 13 es locaí’rrrente cerrado.
Denrostración. 1.) Supomrganros emm primn<.sr lugar que A es locaimmmente cerra(io. Tommmemnns
Sr E A - Existe ~ > O tal <ímme la intersección ríe la bola 13 (st, ro) ci fi”’ con A está commtemminla
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emr A. Drs esta formmia las iutersec(:i<imies (le A crímm la bolas cerrarías 13 (st. ‘e), para O cl m cl ‘to.
formiían una, liase de emmtornmos definibles cerrarlos—ar:otarios de ir: emr A.
Rer:ípror:amnemíte. supotmgamnos <ímírs cada lmnímíto sí: e A tiente umí ent<mrmmrm c<srra<’lo—a<’:ota(io
N ci A. Tomrremmios s > O tal que 13 (Sr, s) cl A ci N. Conmio N es <:errado—arsotarlo, temiemiirms
rímme B(sí:, .s) cl A ci 13 (sí:, s) cl N ci N ci A. Esto mimímestra qnie A es localnmmeimte cerrarirí.
2) Se sigue de 1) y del Corolario 13.4. Em
u,
A líartir del resmmltado aniteri<mr es fácil ver <¡ríe nimia cel<la de mmmia nlr:(Ic es lo(:almnenmte
<.:errada y qume por tanto ca<la conjunto defimmible es nímma rmnión fimiita <‘le <:<.mlj tiidos (l(sfimiil)l<’~s
lo(:almneimte <:errados.
e>
Fijaimios aquí nimia defimmiciomi qire será de grau imnnliortanirsia cmi los sigumíemites <.:aííitiilrs.
Seamm X ci fi”” e Y ci fi>! (Iris subcortjmmnt<:s rlefimmibles, y sea ¡ : X —> Y rina aíili<:a<:iomi
defimnible contimrmma. Direnmios <lime 7’ es defi’rriblementrs propia si ííar;’r caría 5mn1)cr.)mljmmílto
riefimnilíle 1< ci Y :erra<io—acota<lo se tiene <jime 7’ ¡ (K) ci X’ es cerrarlo—acotadrí. Emí [8, Cl ¡ -
6.4] ji<irlemmmos emir:rmnitrar los resrmlta<ios bási<:os sobre aphic=rr:irmmesdelimmibleiiiei’ite proplas.
u,
e,
Estm.¡diammios a <:omítsiiimracíomm las r:rmmmmprimmemmt.es <::onexas <le los cr)nj mniitr’)s n’l<’~finmibles - e>
e>
Teorema 1.3.6 Sea A ‘un subeonjunto níefiníbíe ríe fi’< - Eseiste ‘una part;cínrn rAs A rsír ‘art
numen-o finito rus subconjuntos definibles Ai , ... Ap drs forrr¡.a que curAr A~ esno’von’ío
rmbí cito q cerrado en A y definiblenrentrs conca-o por r:ní’n’rir¡.os. Tal par-tícían rss ‘ánica. Los
A ¡ . - - - A~. se líniman las <:oiimpomiemmtes conexas defimíibl<ss drs A.
e,
Demostración. Tomnemuris mmnma dc(lc (le E>1 adaptada a A. Diremímos que ¡mmma <:t=l<laCi 05 u,
arlyac¡smmte a imira celé a .1) sí Ci O 13 ~ 0, y rien< >tar<smmi< s <sst(s Imeelmo por Ci -~ 13- e>
Afirmítamnos <lime, si Ci —~ D, cada sr: E Ci se puede immnir a carla y E 13 mmierliamrte mímm <‘:amnmimro e’
deflmrilile ¡:omrtimí mo cmi Ci U 13. Tomnmemnos sr E Ci o .D. Por el Leimia ríe Sel<s<.:<.:ióu <le Curvas, e’
existe mmmma aplicacinír (leflímilile <:omrtinmm ‘y [0, 1) —> Ci U D tal que ‘y(o) = n: y ‘y((O, 1)) ci 1). e>
(sim Ci U 13. C< mnii<’> cada celda es <lefiniblemnenrte lromneommi<rfa a íímí espacio aun, caría piimito e’
ir: E Ci puede unmirse a. e nmedíammte umm cammnmmo dellímible contimíno cmi Ci y cada pummto y E 13 e’
pm.me(ie ninirse a rl mímediante ¡mmm cammmímio deflímible eommtimmuo oír 13. Esto jírnelma la afir¡mmacíomt. e
Sea ‘-“> la relacióm¡ (le eqmiivalemrcia miiás lierímiefia omm el r:rimij ¡mirto ríe r:el<’las r:oiiteiii<’las e’
emm A (h1.ie conmtiemíe la rrsla<.:iómi (le a(lyacencia: temmemmios que Ci ‘—~ D si y sólri si <.sxiste mimia e’
carlemia Ci = C~ —< C~ >—“ Ci
2 “< ~ Ci-2p = 13 <Iriníde tonas las celdas Ci1 estamí (‘:(iliteim.i<’las e’
en A (miótese ritme porienmios temier Ci.1 = Ci24 m ) - Sean ¿ , tA las :lases ríe erímmívalemm<:ía *<le “‘-‘, y sea A; la ¡mímiómí (1<5 to(ias ia.s (tl<h15 <.51¡ E,: - Los A .,‘ bruman ¡¡mía parti<:iómr fimiita <1< e>
A cmi r:om’íjtintos <lefinilíles - La afirmirar:iónr r.lemmmrstrar’la ¿mmmterinírmiremmte y la del’im’m ir.: ót ¡ tic ~‘> e’
inmrplicamr rím ms r:aria >4~ es defimiiblemmiemrte comiexo por caiumimfms - Sí muía <:elda Ci ci A ticime e’
miiterser:ci<in nmo vacía <::on A.~, es a(lyaconmte a rmmma celtia (le &, , lo que imiiplica <‘ím¡rs Ci ci A. e,
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ríus somm tanmbienm ai)iertos.
Sumpomigarmios q¡mrs A = 13¡ U . U 13, es otra partición con las mísumas propiedades.
Tenmeimios ermtormces .ímmrs A, = u— ¡ (A, cl 13,) y cada (A; ri B~) es definible, abierto y cerrado
emí A.;. Cr.’mnmo A~ es rlefinmiblemmmemmte conmexo, existe exactanl(snte mm tal qlm(s A; ci B~ - Por el
mirisimmr’) argummnmemmto, para carla] existe exar:tanmemmte un tal qrme 13, ci A;. Esto deinmímestra
<imie las (los particiommrss <:oíncírlerm salvo el or(len. U
De la rlemmiostrarsiomm srs sigue <lime el mrúmnmero de comnpommemmtes comíexas (lefinmibles (le A
mío es nmras grandr.s <píe el imúnmíero de celdas contemiidas en A para cualquier dcdc de E”’
a(iapta(la a A..
Corolario 1.3.7 Un conjunto definible definibíemente conexo es definiblemente conexo
pot camnros.
Conmsideremmmos el <:aso fi = IR, es <lecir, la estrímctmmra o—mmrimminmmal exl)anmrle el <:mmerl)o (le
los mrmmnii(sros reales. Es claro que umm comiirmnto defimmible conexo es deflniblenmmemmte (:oImexr).
Es tammmbiémm claro que rmmm <::onmjmnmrtr) ríefinmible lefirniblenmemmte comiexo por cannmIir.)s rss conexo
por cammimmios. Por tammto, un conjrmnto definible (55 conexo si y sólo si es definiblemiremite
<:omlexo, y la.s coimmpommemmtrss conexas definmibles de mmmi comtíuiito (lefinmible soim las c<)nmpr)nentes
<:r)niexas usrmaies. S<.s sigmme finmalmmmemrte <lime uimm commjummto definible tiene umnm mrúmmmero finito ele
<:ommmprmmmemmtes <:ommexas, qrme son delmímibles.
A <:onmtinm¡iar:iomm vamos a denmostrar que existe una cota ummiform<s para el nmúmnero de
.:ouimpommeímtes r.:rmmexas (le ¡rna fammnilia definiblis de smmbr:onjimntos de E” Enm priinmer lugar,
<iammirms la mror:íómr precisa (le fammmilia deflímible. Sea A rmmm subcom~jrrrrto rieflirible <1(5 E’> x E”’ -
Pama t E LI” consid<srammios A~ = {~r E fi’>’ (t, st) (E Al. Llammmaremnos a la fámmmilia (A1 )tcp”
muima familia definible ríe. subeonjuntos de fi>” parametrizada por fi’>.
El signmirsmít<s rrssmnltado nrs I)ermilite ver imna dcdc de fi’> x fi” comno rmmma “fannilia definible
ríe riede de fln’~’ - Supommgan~os dada una dcdc <le fi’> >< fi». Sea ir’>4,,’> fi’> x E’>~ -4 fi’> la
proyecciómi sobre las l)riInm(sras p coorrlemmadas. Recordemos qtme para to<las las celdas Ci <le
LI’> >< U””, las 7i~>~,>,y, (Ci) so¡m las celdas (le mmmma <Icrír: <le fiP
Proposición 1.3.8 Sea 13 una celda de fi’>, a E 13. Para todas las celdas Ci ci fl~> x E’>
to.ícss que w’>4,,1, (0) = 23, considerrm’rrros el conjunto Ci,, = {y e E” (a, y) e Cii. Entonces
r.:str,s cr>nj’u’r¡.tos Ci~ so’rr las :eídas de ‘una dede de fi” - La dimensión de la celda Ci,, es iqm;aí
a rlimmí(Ci) — riiní(B).
Drs’rr¡.ostrarsíón. Procedemmmos por inmducción srbre rr. El caso u = O es trivial. Srmpomiganmos
qrme ‘rr > O y qmre la proposir’:iomm rsstá prol)a(la para ‘rr 1. La dcdc (le fi’> >< fi”” imíduce
por la prr~er:r:iónm ~ r fi’> x U’> -4 fi’> x fi!!’ ¡ mmnia (lc(lc de fi’> x fifl— i , Para
<:a<la <:rsl(la 13 ríe fi’> x E”— ¡ , tenmenmos funmciones definibles comítinmuas (>3,; cl ... cl ~n,¡(D)
13 —+ fi y las celdas Ci ríe fi’> x fi” tales qire ir’>±,,,’>±.!.—n(C)= 13 sonm o bien grafos
e,’
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de 4», r> bieim bandas (QD’;. Qí.m#+ t ) - Por la hipotesis rirs immdmmcciómm, 13<,,, para toriaslas
las <:rsl(las 13 <le 1W> x fin — tales que 71’>Á”’’ ¡ ‘>(13) = 13. sonm las c<.slrI as de mmmma dcdr: <1<
LI”’— 1 y diimi(D<,) = dimmí(13) — dimmi(B) - Para tales celdas 13, defimmimnmos (Q»,,;),> D~ 1?
mmms.sdianmtrs (Qín),, (y) = Qn; (ni., y). Ahora Ci ci 231’ >< 1?”” es <si grafo <le Qn; (resp<sctivamímemite
la i)amm(la (Qí.t;, &n,;i. í ) ) si y sólo si Ci, ci fi” es <sí grafo rir’s (<%;),, (respectivammremmt<s la
bamrrla ((Qn,;», (Qí’g,íj~ i)a)). Por tammto, las Ci,,, para trm<las las celrlas Ci tales tille Ji =
forniamm umna <lede (le E”’. Si O es umí grafo sobr<s D = ~ i (0). temiemimos
rímie dinr(Ci,,) = dinmm(D,,) = (limmí(13) — (limmm(13) = <linm(Ci) — (linnm(13) . Si O es imima bami<la,
rlinmr(Ci
0) = dimnr(D,,) + 1 = ditmí(.D) — riimmm(B) + 1 = <limíi(Ci) “— dimmr(B). Em
Teorema 1.3.9 Sca A ‘un s’abrso’r¿jun.to nhsfinibíe ríe LI’> x LI”’ - Esr:iste un /3 E N tal q’urs,
para caría. Sr E fi’>, el ‘r¡,’ámero níe eo’rrrpnnentes comssnas ríefiníbles de A.,. no es más rannie
que ¡3
e,
Dr:mostració’rr. Elegirnmos ¡Irma (lede río fi’> x E>’ adaptarla a. A. Arloptamnos la ilota(:ioii
<‘le la Proposícioim 1.3.8 y srm <lenmr)straci<imi. Tomnammros sí: E U’> y sea 23 ¡irma r:elda de fi’>
que commti<.smme a Sr. La coleccioií de todas las Ci.,,., para mmmia reída Ci de fi’> x fi”’ tal ní¡mrs
IT’>±»!(E’) = 13, es unma riede ríe fi”” adapta<ia a A.,.. Por tanto, el Immimmier<) ríe <:r)nmil)<)mr<.tnmt<ss
r:r)nrsxas defimnibles (le A, mm rss mmmás granmrle q¡mrs <sí númímemo (le Crildias <le fi’> >< fi”’ - e;
e,
e>
Immialmmíemite, est¡m(liammmos la dinnenrsiómm (le 1<35 comíjrmmrtos defimiibles.
Henmros rlrsfinmirlo ;nimteri<>rmmmrsnite la di mmíemísíónm (le ¡níma cr’sl<la drs 1 imma r’lr:<l<:. Almora sea >4
unm simb<:<inj umrto <i<sfim’mil:mle nie fi”. Tomeimnos ¡mia dede (le fi”’ adaptada a A - Umía formnma
“mmmgemmmma” de (lefmnmir la rlinmmr.smisiómm (le A podría ser el míráxinmio rlrs la dimmrensíómr el<s las ersl<’las
comitenmidas omm A. Pero esta definiciómm mmrj es immtrínseca. Temíemnmos que riemmiostrar ínie la
<iirnm<.snmsiómm defimiida (le est:a formmra mmr) riepeim<1<s r’l<.s la elección de la (1<5<1<.: adapt:ada a A..
De Irecimo vaimios a imrtrodm.rcir níma defmniciómí inmtrímmse:a <le rlimnmrsmmsiómr y verrsmnmos <imir’ esta
d<.~fii¡iciónm (:oimm<:ide <son la rlefimíiciómm “inmgrsnua.’ -
u,’
e,Definición 1.3.10 La nííme’r¡.síó’n ríe ‘a’n. con/arito definible A es el supremo ríe Ints’ ni tríles
qn. e esríst e ‘unu n¿pl;crrcir;n de/inible ín.qer:ti’unz fid —4 A - Pr», nsonveíreín$’n, la dina ensión riel e,
e,
eony’untr> rucio es —1.
u,’
Observamnios <pie mmo rss obvio por el mnmommmemmto que la riínmmemrsiómm sea si<smmil)re cl +c’ó.
Taumpoco es claro ríur.s esta deflíniciómí de dimnremmsiómí (:oimi<’:i<la r’:r)mi la <ia<la amiteriormmmemit<s
para cefrias. Estos <1<35 hmer:lmos s<.s siguen del siguiemmte lemima.
e,
Lerna 1.3.11 Sea A uns’abrso’nj’a’rrto niefinible de E”’ r:o’r¿ interior- rro’var:ío. Sen f A —-4 e>
fi” mrna aplícacion níefin.ibíe inyectiva.. Entonces ¡(A) tíenrs interior no ‘vacío, e,
u,
Dern.os.rarsió’n.. Denm’i<stramnos el lenmía por nm<’luccíómm sobre ‘ti. Si ‘ir = 1, A rss imífimíito,
lmmsgr 7’ (A) ci fi es inmfimíitso y prr tammto comil: mime ¡u> immtrsrvalo - 5 ¡ ¡poirgaimmos ahora <íímr’s
u,
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ir > ‘1. y qu< 1 1< mira está demost:rado para to(lr) rrr cl u. Utilizando la comitimnuidad a
tsroz<)s 1.2.8 podummr.ms suponer que .f es contimmua. Tomemmros mira dcdr: de E”” adaptada
a ¡(A). Si ¡ (A) t u mme nmtrsrior vacio, mo commtienme mmmgumía r:elda abierta. Por tanto 1(A)
<ss la mmmíiómí (1< 1<1 rs mro al>iertas Ci~ 0A: y, Para í = 1, . - - , le lray rmn lmomnermorfismno
<lelimiible Ci —> 1?”’ r:omm mu; cl n. Tomnmemmmos una dale de E’> adaptarla a los 1’’1 (Ci;) -
Comno A = 1.] mi 1 (Ci;) tienme interior no vacío, mmmc de los <.:onjummtrs ~ — r (c7
1) , digamos
7— ¡ (Ci’¡ ) , (lrsbe crmrtemmer urma <.:elda abierta 13. La restricciónm de 7 a 13 nos da una aplicación
<irsfimnible rsrmmtímma ímmyectiva 13 —* Ci1 - Crmro 13 rss rlefimmiblemmmente Imomeonmorfa a E” y C1 rss
rlefim.miblenmemmte irommmeommmorfa a fi”” conm ni. cl mr. obtemmenmos umía aplicación definmible comítimnína
imiyectiva y fi.”’ —‘4 E”” - Tomnenros a = (O, . . - , 0) (E E”’’’” y consideremnos la aplicaciámr
np.: .It!’<! —* .U~» niefinirla por 9,~ (st) = g (a, Sr) - Podernos aplicar la hipótesis de lmrríneciómí a
- Esto imimplíca qu<s ~ (LI””’) tiemm<s interior mmo vacío enm fi”>. Tomnemos mmn pímuto e = 90(b) en
<‘4 imíterior de q’> (11””). Comímo y es <:omítimrua poriemmmos emmcommtrar ir: E 1t>”’, st a y rsercarmr
a a, tal (lime =ftsr,b) E y,,. (fi””’) - Existe por tanto y E fi”> tal qnrs y(sí:,½= y’>. (y) = q(a, y),
ir> ríime commtra<:iir:r’s <si Irecíro de qrme y sea immyectiva. Así,f (A) tirsne imrteri<>r mío vacío.
E
Srs tiene <le esta forma que la dimnensiómm de flá es d, ya que nr> existe ninguna aplicaciómí
ríeflímible immy<:s<:tmva ríe fi’ a fid si e > d. En caso comrtrario, la composición de tal apli<:aciómm
coim la ímmmn<srsiámm <lifeonmorfica (le fi” enm fit = fiá >< ,fl~~”<
1 comno fid >< {9J (:ommtradiría el
Leuma 1.3.11. Observamnos (Irme los comíjímírtos defimmibles ríe dinmrsmrsion O somm los commjrmntos
fimíitos <le pm.mnmtos.
La rlimmremisióim ríe m.mmma ceirla, tal commmo la Imemnmos visto aqnmí, coimmcide comm la miociomm <‘le
rlínmiemísíómm r’lr.s mmmma cel<la vista cmx 1.2.3. Basta observar que la rlnnensiómm ríe un r.:onjmrmrto
<lefimiible es immvariammte resper:to a biyeceirmmes definibles.
Proposición 1.3.12 1. Si A ci 13 son conjuntos definibles <linmA cl dinm13.
2. Si A y f A —+ E’> son definibíe.s, dimn(f (A)) S dimmr(A). Si además ¡ es in.yeetiva,
riim(f(A)) = ruin(A).
2. Si A y 13 son. sabeonjuntos definibles de fi’>,
(liImi(A U 13) max(dimrm A, dinm 13).
4. Sea A un. s’t¡.bnson.junto definibírs de 1?’>’ y tomemos-una dcdc de E” adaptada a >4.
Entonces ¿u dimensión de A es el máximo de las dimensiones de la ce/das contenidas
en. A.
5. Sí A y 23 son conjuntos definibles,
rlinm(A x 13) = dimnA + dinr13.
Dnsrno.s’’t’r-aeión. El primer aínrrtarlo es rmna r:ommsecuemmcia inmediata (le la defimmición.
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u,
2. La segmmimrla part<s es rbvia ya que la dimníemísíonm es mmmvariammts<.s írr l.>iynsccioii<ss
defimmibles. Si 7’ es (iefimmil’,le, obtemmemimos por la <sleer’:iómm drsfimiible unma aphirsaciómí defimii—
ble y ¡(A) —4 A tal rímme 7’ 0 y = idf( 1)- Por tamntr> y rss imiysctiva y oiimíí(f (A)) =
rlimmm(q(j(A))) cl (linmi(A). —
3. La (lesigualolarí dimni(A U 13) =mmmax (r’himmí A, dimir 13) se signe r’hs 1. Ahora sea 1 LI” —>
A U 13 ímmia aplicaciómí dr.sliíriblrs inmyectiva. Tomimanrio mimma rlr:dc <le 13<1 anlaptarla a 1”” ¡ (A)
y j~”’ ¡(23), venmios <jite f””’(A) o f ““1(13) conmtienme i.mmma crsl<ia (‘le dinmiemisiómí ni. Coimio 7’ es
~mmyectíva.t<smieinmr.>s <íime dinmí A > d o qnme dimir 13 > d. ‘Estr riemmmmmrsstra (sí ríesigmíalriad imiversa
rlimmí (A U 13) < nmmax ((iimím A, (limil 13). e
4. Es umma r;r,miseeiienmcia immmn<.sdiata (le 3. 9
5. Por 3. es smmfieiemmte r:rnmsirlrsrar el caso enm el (Irme A y 13 somm <:<sl<.las, y este caso rss
trivial ya qmme A x 13 es defitmiblenmmeírte liomnreommmorfr. a 13<1<> .‘l >< 13Úi~u’ fl - u
e>
e>
A eontimrmmacio>mr vammi<.)s a estnm<iiar la variaeiomm rIo la dinmieiisiómm emí mmmia fammnilia uiefimmil,le.
R.e<.:orriemmios rímmrs ímmm siibconjumito defimmible A ele fi’> x fi” ptmed<.s commsiderarsrs r.:ommrom nimia
fannilia destruible (A1»,~ rp (le subconijuutos de E”, domnde >4 Ss = ~q (E LI>” s (sc,?]) E Aj -
e,
Teorema 1.3.13 Sea A un subcon)unto definible de fj’> ~< LI” - Para n/ E N U { —1» dcli-
nanros Xni = {x E LI’> (iimmr(A3.) = rí} - Entonces Xd es’’o.’n s’ubconyuntn nln~finíbíe nie fi” i/
rlimn(A fl (]<‘,¡ s< Ji.”’)) = dimn(X,m) + nl -
*
Demos t.’í-o.eió’,’m. Tomimemmxos níma dcdc de Ji)’ x Ji.’’ a(laptarla a A y utilicenios la Proposn:mo¡í
1.3.8. Srsa. 13 imita r:r.slda rh.s fi’>~ Para carla sí: E 13, >4,. r.ss la mmnmió¡m (le las ceínas Ci:¡s ci II’”, para
torlas las <:el<las Ci ci fi’> x fi”’ o’:oimtenirias cmi A tales rjmme ir.,, .~. .~ .,‘ (Ci) = 13. Es mirás, <su mmm (Ci>:) =
(lila Ci — rliní II. So> sigue (lime, para ca(la sc E 13, (iimtm A5, = dimmí(A cl (13 x LI”)) — níjimí 13.
Pr.w tanmio, <sada Xd (55 la ímmmiómm <ir> algíiima.s r:elrias Ji ríe fl’>~ Estrj imim1,lica ojime X4 rss
definmible. Comino> dimmm(>4 cl (13 x fi”)) = dliii 13 + d para las <:elclas .23 ci X,í, temíemímos r~mme
dinm(A cl (X,¡ x It”)) = dimmi X,, + rl. e;
e>
Corolario 1.3.14 Sa-nr A u ~ s’ubconj’arítos níefiy’ribles de fi” x 1?>’, n’:o’rm. A ‘rio vac¿o.
Supo’rrnjam.os que. par-a r:ada sí: E fi’>, dímnm(13> ) cl <1 liii (A,) o 13., e.s-’vníc’ío. Entn,írces
dliii .23 cl dumí A -
*
e>
Ar:abammrrs estrs apartado s<bre la rhimmiemrsiomm mmiostramid< rjmios la dinmiensiómí se <:oiimprmrta u,
bi<smi (somí respscto a la clam.msura. El sigiiitsmmte lemima mmos será (le gramm tmtilirlAm.d. e>
u,
Lerna 1.3.15 Sea A uns’ubconj’unto definible ríe 1’?’> x fi>”. Sea Al el conjunto níe ín>s
u: E fi’> tales que la clausm¿’r-rí de A, en .13” e.s níife’¡ente de (>4) - Entonces .AI’ es níe7’¿yribíe
y (lun Al cl y En. particular, si y = 1, M es (irrito.
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De’rn.ostraeión. Nótesos que siempre tenenmos A1 ci (A),,, ya que (A).,. es cerrado y cormtienme
a A.,..
Es fácil ver qmmrs Al <ss definible. Supongamnmos entonces qmme dimn(.M’) = p. Emitonces Al
cr.m’itirsmmos muma (:el(ia abierta Ci (le una rle<lc (le fi’>, Para cada ir: e Ci, podemos encomítrar
una caja 13 = flk,(a,, b,) tal que B cl (Á);r # 0 y 13 cl A1 = 0. Por el Teorema de
Eloc<::iómm Defimmible 1.3.1 y el Teoremmma de Commtimunidad a ‘IYozos 1.2.8, podemos smmpomier
ojime las a; y b; sr)mi fiímír:ionmes olefinmibles comítimruas (le sí: E Ci. Sea U el commjimnto ríe bis
(sí:, Ip y,,) E Ci x fi” taloss (limos ni; (ir:) cl y; cl b; (sí:) para í = 1, . . . , ‘ni.. El (:ommjmmnto> U rss
abierto> <sir fi’> x fi”’, riisjnmmmto cíe A y tíen<s immterse<.:cionm nmo vacía <:<mmm A. Esto (55 immmposible,
por lo quío (linm Al cl p. E
Teorema 1.3.16 Sea A uns’abeonjun.to definible no vacío de fi’>. Entonces
(iimmm(A \ A) cl (limn(A) -
Se. smn,’ue errtonces que dinm(A) = r:limn A.
Demrstracinmn. Procedemnos por indmmcciómm sobre n. El teorema es rbvir para ‘ir = 1.
Smmpomigamnos <lite ‘nr > 1 (lime el teoremna esta probado para n — 1. Deimotanmos por 5 ,.., 4>,
las fumuciormes <‘:oor(leima(las omm E””. Para i = 1, . . . , ni, srsa <si; (A) el r:rmmjímnto (le los Sr E fi’!t
talrss que Sr: pertemmec<.s a la r:lammsrmra ole la immterseceiomm ole A r:rmn el iniperpíano 4,71(4; (st)).
Prinrer paso. Alirmímanmos qíme A \ A ticíme dinmemmsión no mayor qnme el mnmáximno ríes O y
<limní(cl.; (A) \ A) para i = 1, . . . , nr. ‘I’emmemmmrs <lime cl; (A) ci A. Aplicamrdo el Lema 1.3.15 comr
y = 1, clesí>ues (‘le mmnma permímtaciómi de las <:oordosnadas quos llosva el ~—ésinmacoor(lemmada a la
prinmrosra posio’:iómi, temiemímos que la diferencia A \ cl; (A) está contenida en ummm mrúnnerrí finito
ríe Imíperpianos 49’ (aú), para j = 1 .1(i). Por tammto, Á \ U2=1 ch(A) está c<mnmtenida
cmi <sí commj ímnmto flímito formnado prír los fl’L, 1(i) p~mmmtos (o’í ú~ , . . . , a» ~“ ) E E”. De aqíní se
sigime la afirmmiar:momm.
Senjando paso. Afirmnmamnmos que dimmm(cl; (A) \ A) cl (hm A para i = 1, . . . , mr. ‘1><>níeníos
o. e fi. C<mmmr< <sí lmiposrplamro 49 ‘~ (a) tieime dinn<.snsión ni. — 1, la imipótesis de imrdimccio5n inmplica
orne A cl 4.71 (a) \ (A ci 47 ‘(a)) es vacío o tienme rlimnmeimsiómm estrictamnente mímás Imerlimeña que
la dinmiemmsiomm ríe A cl 47
1(a). Nótese oírme A cl 4’ (a) \ (A cl 491(a)) = (cl ¡ (A) \ A) q Un(a) -
D(s <sst.a formmua, aplirsamido el Corolario 1.3.14, obtemmemnmos <imie dim(ci ¡ (A) \ A) cl dínm >4.
Perminimtami<bo las r:r.,orolenmaolas riemimostramois la afirnmacmon.
Coim esto imoiriemmros completar la <lemostración del teoreníma. Lois pasos 1 y 2 imnmpiican
<Irme (limmm(A \ A) =O o (iimnm(A \ A) cl ohimmm A. Si dinm A = O, A es cerrado. Por tanmto, para
cada A no> vacío>, dínm(A \ A) cl dimnA. e;
1.4 Triangulación definible
Emm <‘sta Seromómm vo’remnrs cine la topología de bis <:omji.mntos defimmiblrss pímede ser entosramrmente
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dificultad toicni<.:a, mro) drsinostrarenios aqímí tr)oir.)s los resultados. l¡aciemm<lrm refrsrosmwia al 3.’
trabajo de M. Coste [5]. e>
u,’
u,
Commmo vimnios rsmr la seco:iómm anmteríor, la dosde (55 umma herranmmiemita mímímy powierosa. Pero
u,
¡ío míos da sirficirsute commtrol sobre la posi<:ioíi relativa (1(5 las celdas <‘:mmammrlo éstas mmo estámr
comiteimirlas en rsl mmmisnmío r’:ilindro. Emr particítíar, mmnro mmo pl.le(los, emr genmeral, recormstrmmir l¿t
topología de ímmm r:onj i.ím¡to olisflímible a partir (lis Sil descomnposicir>mm <smi celdas ríe mmmia <1<3.1,:
a<iaíftada. La priircipal rlificultari es <pie mm<. temieinmrjs eonmtm-o] sobre cóntir> sos comuporta ilmia
flmmmo:iónm (ietmmmible crmmtimmm.¡a Q Ci LI sobre nimia r:olda Ci rimanido miro sos aproxinmia al borne
r.irs Ci. La fimmmciómr 7, immcluso si rsstá acotaola, pmm<.s(lrs rílie mro se rsxtíosmmrla a ¡mima fímmícíomí
commtiím¡ma sobre Ci. P<r ejenmiplo, la fummciómm defimmible commtimmíma 7 rlefimiir’ia s<.>lmr<s <si comkjnmmit.<
nc los (sí:, y) ci ir tales qime st > O y riada. por 7 (Sr, y) 2í q/ (zÁ + y2) mi< srs rsxti<smm(le <le
fornmia r:ontimiua a (O, ti) - Todos los pumítos ríe la formmma (O O z) coim —1 cl z =1 pert<.simecem¡
a la claimsura 1? del grafr d<s 7. El conrjummto d<’sfiimible E ci írt tmemmos dimmiemmsión 2, Imero la




Ammtrss <‘le establoscosr los mesultados sobr<s triammgnmla ¡omio s vanmios a rer:r)r(iar algimímas 9
rlr’sfimmmcmomrcss. e>
Sean a
0, ... , a~; pí.mmmtos de fl,mt oírme somm afínmnemmte immdepenmdienmtes (es riecir, mmo está:mí e>
(:r)irtosmmi(los cmi ímmm smmbrsspacio afínm de (limiiomrsi~mm d — 1). El ní—s’ínrplíce comi vértices do, , nr,¡ e>
055 9.
[a.ím,..., a<1] = e>
e>
<1. u,..
fsm: (E LI” EAo,..., ¾ci [0,1] >1 A, = 1 y a- = Mo.o + - . - + >‘,¡o.,¡}. u,
9.
EJ eori-esp<nmdirsmmt oss’írnpliee a biertn> ss u,
u,
j/ u,’
{st E E” EX0, A4 ci (0,1] >1 A; = 1 y st = Ágag + - . - + >vmaai. u,.
o
e>
DemmrAaremnrs íor u osí símmríxlic<s abksrto r-rmrrrssí>ommdiemmte al símuplice 5’. Umía n:ay-o, (leí síiimplíc<s
o’ = [nro,. . . , aj] es umm sínmí>4ir:rs 1 = [b¡¡,..., b,.] tal r.íríe
{bo, . b<.jj ci {<Pm a,;). u,
e>
13 mm complejo símpí;eíaí f;n.í lo cii E’’ es ¡míma cole(:(:icmi ¡hm ita 1< = 45 t , 5”> } r l<s
sinmíplices 5’; ci fi’!! talrss qite, para ca(ia U;, 5’’ E 1< la imíterse(:(:ióml nr; cl <ss ¡mira <sara
conmrmmnm a a; y oj -
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Consideramos el conjunto 3K¡ = U~Ex Új; éste es un conjunto semialgebraico de R8.
Un poliedro en es un subconjxmto P de R» tal que existe un compleja simplicial finita
K en R” con P = jK¡. Un tal K se llamará una descomposición simplicial de P. Nótese
que un poliedroes un conjunto definible cerrado y acotado. Enlo siguiente, convendremos
que si un símplice i~ pertenece a un complejo simplicial finito K, entonces todas las caras
<le O también pertenecen a K. Con este convención, ¡K¡ es la unión diajunta dc todos los
símplices abiertos a para. O E K.
También utilizaremos la. noción de cono. Sea 13 un poliedro en ir y a e R» \ .8 tal
que cada senñrrecta que parte de a interseca a E en a lo más un punto (es decir, para
cada tER, fa,x]flB = {x}). El cano de base By vértice a es el poliedro
a * .13 {tx + (1— t)a :x E .13 y tE [O,l]}.
Dada ¡ma descomposición simplicial de .8, obtenemos una descomposición nimplicial de
a * .8 tomando todos los a * & para cada simplice O de la. descomposición simplicial de 13.
El primer teorema que queremos mostrar nos habla do la existencia de triangulaciones
para conjuntos definibles.
Teorema 1.4.1 Sea A un subeonjunto definible cernido-acotado de 1?”, y sean E
1, 1 =
1,..., k, subconjuntos definibles de A. Entonces existe un complejo simplicial finito K con
tórtices en ~ y un homeomorfismo definible 1’: ~KJ—* A tal que cada D~ es una unión
de imágenes por 4 dc simplices abiertos de K.
El siguiente resultado nos muestra que no sólo podemos encontrar triangulaciones de
conjuntos definibles, sino también de funciones definibles.
Teorema 1.4.2 Sea X un subeo»junto definible cerrado-acotado de R1” y 1 : X —* R unafunción definible continua. Entonces existe un complejo simplicial finito K en y
un horneomorJismo definible p: IKIR -+ X tal que f op es una función «fin sobre cada
símplice de A’. Es mdá, dado un ndmew finito de subeonjuntos definibles B
1,... , B~ de
X, podernos elegir la triangulación p: !KIR -. X dc modo que cada E, es una unión de
imágenes de s(mplices abiertos de K.
Podemos reemplazar X por el conjunto A = f(f~j,x) E R x ir : x E X} que
es <lefiniblemente homeomorfo a X. Este conjunto es un subconj unto definible de R~~+l
cerrado-acotado. Sea ir = irn+I,1 : R~’¿+’ -÷1? la proyección sobre la primera coordenada.
Para demostrar el teorema anterior, basta construir un complejo ahuplicial finito K en
y un liozneomorfismo definible 4>’: ¡K¡ —. A tal que ir o $ = irti«i. De hecho, la
composición de ir con el homeomorfismo X —~- A es 1~ Por tanto el Teorema 1.4.2 se sigue
de la siguiente proposición.
Proposición 1.4.3 Sca A un subconjunto definible cerrado-acotado de 1? x R~ y sean
13~, 1 = 1,... ,k, snbconjuntos definibles de A. Sea ir : R x ir .—* R la proyección sobre
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InI. primera coordenada. Entonces existe ‘un complejo -sim plícial finito 1< con vertices en
LI x Q” y ‘un bomeomorfismo definible ‘b 1< —~ A tal que gv o 4> = ~ y can/a 13; ns’ lo.
‘unión de ;nnniqe’nes por 4m de símplices abiertos de 1< -
Los vértices del <somímplejo simimplicial r’:onstr¡m;dr rsnm la proposici.ómr antrsri<r ttemusrr tortas e’
sus coordenadas racírumales salvo la primmmo’sra. Podemmmos solrm<:irnmar esto, es decir, eimcrnmtram- e’
la prumi<sras eo<rdrsníanlas (le los vertíces emm Q mnediammtrs la Pmoposicióím 4.8 <le (5]. *
El resultarlo aimterior ríe triarigmilaciómí ríe fmíímciones <‘l<sfimmibhss r:ormt.in¡.ia.s con rlonmmimmio *
cerrario”acotar’lo mro j.uí.mrsde grs.neralizarse para to<’ias las aphcacíommes <leinubles commtimnimas. u,
Crnmsiderenmíos por <sj<snmplr la aplicación f [0,112 ~ y=2 rhsfinmida por [(si:, y) = (si:, 23/). e’
No es iir}siblrs errcontrai- triangulaciones ‘1> : A —~ [(1,132 y ‘fi L [([0, 132) tales que u,’
ji” ‘1 o ~ o 01> sea alímí s<bme carla símnmplic<.s dc 1<. *
u,’Poriemrmr.s <losrlmmcím (1<5 la triammgrmla<:ir$¡m dos fimmmo:irnmrss dr’stmmiíbloss umm resníltarlr> <imie babitmmal—
e’
merite sr.s deirmuestra de otras fornías (como conse(:mn<sur:ia del teoremnra de Hardt. <sri (8]). Si
u E IV~ y y j> O, dosnrftammios por 5(a., r) la esfera drs <:emítrr a y radio ‘e. e”
Teorema 1.4.4 (Estructura Cénica Local) Sea A ci 1?””’ ‘un eo’uj’u’ni.to dr:fi’níble r:cr’¡’a~
do, a. ‘un punto de A. Pon/cmos enn:onln-an- ‘un r > O de forma que eir:’¿ste un ho’meomoí-”
físnnn definible Ir del eo’nn> n:on ‘vértice a y base S(a. n-) cl A en [«a. n) cl .A. que sati.sfansn:
= Id y fh(sr) —~ a}h = fsr — aj~ para ion/o si: en el cn.m’nn>.
Dnvnnostración. Crnmsioieremmíos ¡mmma triammgi.ílaciómí de la ftmnr:iómm ¡ A O [«a,_1> —>~ fi sí: »
u,
- Obtenemos entonces mmmi Imomnernímoifisino <leflimilile 4’ Kl “A A cl 13(nr, 1) Ial opme
¡o oiP <ss afírí sobrc cada sínmmplmce (le It. Commmo j alcanza s¡.í mímíííimmío <sim a. <sst< punto a oss la
imímageu de un vértice ‘¡u de ./<‘. Sea u > (1 <sí muininmo de los valores ríe 1 ~ oji sobre todos los u,’
oh-os vérticoss d<s K ,y tomímsmmíos r tal que O cl n cl u. Tonmiemmmrs mmmi pimmmto q E 1< tal qii(s
f o 4> (y) = ‘e, es ríecir, P (y) c S(a, u-) o A. El punto y pem-teíusce a un snnuiplrr 5 [ce , Y!)] e’
<lis K. lfemíemmíos que u = 3«~ A;’v; <somí 3«o A; = 1. Coimio fi o olí(
71) = <~ A, ¡ o <t>(’v. ) e’
ímmmo <le los u;. digamimos ‘ro, dei;e ser’w. Defimmaimmos ji. sr.,bre el cono osomí v< t m< < <1 Y l.’>ii.s<s. e”
S(a, r) o A imiediamite ¡¿(fa + (1 — t) P (y)) = oP (1w + (1 — t)í’). Es fár:il vrsv ojime ir tirsmí<s las e’




















Fibras genéricas de familias
definibles
Em osstrs capítímlo vammmrs a ríescribir mmima constrmmccioir que resulta f¡mnolainmerrtal para el estu—
r’lir <le fanmilias oleflímibles. Vanmios a incluir fi”’ cmi un espacio muás grande fi”7~ - Asociaremos
a cada pi.rnto a E ~ rmnm crmerpo real cerrado k(a) con imna osstrnetura o—mnmmmmrnal. En—
lomices, <lacIa rmnma famímilia defimnible X ci E”’ x E” y a ci E’”, (leimniremnos la fibra X
0
olíme sera mmm subcomm] mmnrto olefmniblos ríe k(a)”. Si a es la immmagen por la inmelusiómí de un
1 mummto t ci fi””. .sntomrces <a) será E y X,., será la fibra mmsmmal Xp Las cosas interesantes
para las “fibras genérir:as’ X0 qnme se <‘:rwresponden (omm I)immmtos (E fi’” \ fiO! -
Rrsla<’:iomiarosmnmrs la ímopi<.sda<les de la fibra gemnériosa X0 con propiedades de la familia X
sobre subconjmnirtos ‘‘grammdes” <leí espacio drs parámmmetros E””. Esto) mmos permmíitirá deducir
rrssmmltarios sobre triviali(lad de famnmilias olefinibles a partir (le los t(sr)renmas ole triamígulaciómí
<l<.sl capítmmlo aImterir)r.
Las lmerramrmiemmtas oímme vammmos a introolmrcir somm realmente mmmma reformunlación de mmociones
y rossmmltados clásicrs de teoría de nnoolelos. Esta reformulación está smmgerida por la teoría
<leí espectro real (ver [2]), y se puede emmcommtrar (smm [5, Cm. 3].
2.1 El espacio de ultrafiltros de conjuntos definibles
Sea. S,,, el álgosbra booleamia (le los smmbr:onjumrtos definibles ríos E”’. El r:ontosmmido de esta
secciomm es la r:ruistrii<.:ciómi (leí 0551)aciO de Stone del algebra booleana
8rn (vosr [1]).
R,ecord<smmmos qíme u.ímí ¡iltrajiltro de 8,,, es umm subcommjrmníto a de S~ tal (pM5
fi”’ ~
2. A cl fi E a si y sólo si A E a y fi E a
3. 0~a
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4. AUBíErvsiysólosiAcrxoB~ú.
e,
Dirosumos q¡.me unma flhmnilia Y (le smit> comiJmimrtr.)s rieflumibles ríe [1”’ enen-an el ‘nít’cní filtro ri 5 ¡
(Y <55 <si conjmimmto ríe los r:ommj¡.rmrtos (lefinmibles A ci fi”’ tales q¡re exist(s fi E Y con fi ci A.
Si .F <ss rmmia fanmiilia mio var.:fa ol<s smmbconj¡mmmtos nl<.sfiimibles nc fi”’, c<srrada por immterser:r:irnm<’ss
fiiii tas, rsm¡tonmr:<ss Y genmera liii imítrafiltro si y sól<’) si 0 ~ ~ Y, para r:a<’Ia A E 5,,., <.) biemí A
o bínsmí fi”” \ A r:<mmtíeimrsmm ním .8 ci E. u,
Denotarosmitos por fi’” al espacio <le imítrafiltros (le smib<:omij Iilrtr)s riosfinmibles <‘los E”’ -
Si 1 es irmr pummto de fi””, los stmbconjummtos oksflmmibles nl<.s fi””’ oímme comitiemmsmi a / fbrnmiamm
mmmm ultrafiltro> <‘mr - Llamitareimios a esstrs ultrafiltro el ‘ultrafiltro pr;neipal grsmmerario íor t. La
aplir:ar:iómi 1 ni< mmo)s permnmitos ver fi’”’ corno iímm smi bconj ¡muto ríos fi”’ -
e,
u,Ejemplo 2.1.1 Pirulos de U. No es difícil ‘ver qn e las siquientes fnm’u¿íííus qen eran
¡Utros de ~S¡: u,’
e,
1. La familia de todos los intervalos (si:, +~) para .i: E E. e’
e,
2. La familia <le todos los intervalos (—“~,sv) para si: E fi - e,
*
.3. Pnxra ‘arr punto fijo u E fi, la familia níe todos los intervalos (a, o. + e) para e > 0.
e,
- Para ‘a’n punIr> fijo <‘m 6 E. la familia ríe ío<íos los’niíe’,’IYalo.s (a — e, a) para e > U. e,
Si fi = 3k, sos puede ‘ver que de hecho torios los puntos dc 3k \ 3k se co’,-responde’¡’i. r:o’u. ‘uno
de íns n:’uatro (:0.505 anteriores.
Ejemplo 2.1.2 Cionstr-uccín$’n de vm;ntos rs.c .8”” por í’nníucn:íon. Sea a ‘un, punto dr 1?””.
Entonces la familia nios su beonjuntos definibles ríe fi’fl+ nie írí fon-mo.
(sr. y) E E”” x fi sc E A y (1 cl y cl f(sx:)
nionde A E nr y f A —> fi es una función definible yositiva, qenera ‘un ‘u.lt’,af’iltnn. ort <le e,
.5?,, 1 ¡- e
e,
Ejemplo 2.1.3 Dimensión de un punto ríe 1?””. Pan-a nr E fi””, definimos diímm nr como el
mzn;mo de dimmm A para A ci nr. Tenemos que rlimmm ny = rl si y sólo sí nr está qe’ue’¡nmrí< pon-
‘una fnvmilia ríe r:onju’ntos definibles de dimensión d. Es fácil ‘¿ser- que csn:ístns ‘un ultrn4iítín.’
ríe nl’¿’mens’¿on ‘<‘ni. ea. It””, y que dimo. A es el máximo ríe <limmm nr para o 3 A - e,
e’
.A.lr<ra vamrmos a dar níma topología ¿r fi”’ . Comisinieranirs fi”” comimo mmmi smrb con] ¡nito <‘.lí.s 1
polionm<ia 28’ra(:omiJmmmito , ‘ idcmmtificaiirlo al ultrafiltro> rr comí su fummo:iómm o:arar:t<.sríst.io:a 1,, e,8,,, —> 2 = fO. 11. Eqi.¡ipanmios 2 corm la topología, discreta y 2~”” <.:omí la topología prodmm<:to. e
Por <sí teoremmma de rryrlmrflofl ~ rss osomiipa<:to y Hai.msolorfl. ‘I’ommiammios rsuitoiir.:<=scomo e
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Proposición 21.4 La topoloqía en fi”’ tiene una base de conjuntos abiertos y cerrados
qn e n-on.siste en torios los crírj’untos A = {or ci fi”” 3 A} para A E S~> . El espacio E”’
es r:n.empacto Ra’usnío’nj’f.
Demostración. Emm írimer lírgar, obsérvrsse qime la operaciómr A k—+ A preserva ¡mmmmrnmr.ss
fimutas, immterser:ciones finitas y pasos al comnl)lementario).
La tr¡pol<>gía producto ríe 2~”’ induce sobre fi”’ la topología que tiene corno base de
abiertos los comipmntos cíe la formna
U = {nm’ E E”’ 10(Ai) = ... = la(Ak) = 1 y 1<jfit) = . .. = ljB,) Oj,
nlondrs (Am , . . . , A,J y (fil, . . - , fip) son familias finitas de elementos de Sr,, - Nótese qime
U = A, rionde =4= fl.~j A~ cl flj1 (it” \ .B~ ) - Esto demuestra la. primera afirmación de la
pmoposic.iOfl.
I’mmmalmimentrs, cada ¡lIma de las cmmatro conmdiciommes (lis la cl(sfimmieionm de tui ultraflitro> define
¡mmi sm.mbconjmmmrto cerrado (lo? 2Ñ! , Po.mr tammto. E”> es o:errado em - Esto prueba la segunda
almrmimar:mr)n. cl
Es fácil ver que la aplicación A s—* A es imna biyecrsión de S~ sobre el conjnímto de
slli’>o:onj¡intr)s abiertos y cerrados ole fi”’.
2.2 La estructura o-minimal asociada a un ultrafiltro
Si A rss ¡mmi smmbcomíj ¡mmmt o (lefimimble <le fi”’. <leirotamnos por Def( A, E) el c mullo ríe fimnemoimes
<l<’finibles A —* fi. Darío ci E fin? riefluminios k(cm) como el limite inductivo de los mmi—
llrs Def(A. U) para. A E a. Esto significa lo signiente. Formmmaimros a la unión disjurmta
~ Def(A. 1?). Decimmmos que dos elemmmeutos f A —~ E y y .8 —> E de esta unión (lis—
jnmmta son equivaleirtes si existe Ci ci a, Ci ci A OB. tal <inc J;cv = ~ De esta fornía k(a)
el <:onjummto d<s r:lases <le eqímivalencia para r.ssta r<.sla<:iómí. Demmotanmos por j (a) E li(a)
la t:las<s <le rsr’¡mmivalenr:ia de f : A —* fi. Por definicióim, f(a) y(a) si y sólo si f y y
<:oimrr:idosmi sobmrs inri <:onjunto drsfimmiblrs pertrsmmeciemmte a a. El límnite immdímctivo A: (a..) tiemme
una <sstructmmra ¿.:ammomiica ole fi—álgebra conmmnutativa: la sunna f(a) + y(a) es (f + ti) (a),
<burle .1 + q <sstá defimmida sobre la intrsrs<scciómm <le los domimimiios dos f y de y, qíre pertenece a
ni - f~-smm<smu<}s mmmma definio:ión simm’rilar para el prodmmcto fja)g (n~). La inmágenes de elementos
<los fi sr,m¡ las clases de la fm¡mmciomres commtantes.
Decimímos rímie .f Y.) E A: (a) (55 posztivo si .f es positiva sobre mm <:omVmmmmto ríefinible
perteneciemmte a ni. Esta defimmieión nro depende dos la elecciómm <leí representante f.
Proposición 2.2.1 La E—álgebra conmutativa li(a), con, elementos positivos definidos
r:nrn¡.o a.í-r~ba. e.s’u.’n cuerpo ordenado que es una extensión ordenada de fi.
Demostrae;on. Coínprobanmos quíos, riadr Un eleiiientr> .f (a) de le(a), tenemnrís rsxactarnente
¡una <1<s las tres posibilidades f (a) > O, .f (a) = O y —fi (a) > O. Esto es porque el dominio
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e,
<le ¡ puede dívidirse sn¿ tres conijnntos &sfimmibles dommdns f es positiva, cer(m o imegatíva,
nsspe.r:t¡vanrenttsos. Exactamente ¡mro de esos tres conjmmutos pert.e.mreose a a. Es lirás. si
O. enrt¡(<y) ~ . our:es 1 ¡f esta definirla sobre mm conjunto definible que perttsneee a <y. Por
tanmto, (1 /f) (nr) es el ímmversr (le f(a) en le(a). La otias verifio:ar:iomies so)mm. semmr:;llas.
Vammmos a o:onstrí.íir ¡mIra estr¡mctura o—mmiimmiiímal sobre le(a) - Para realizar ssta <:oimstrmu:—
<‘:íómi. ímrso:esíta,mímos br mior:ióim (105 fibra (le nimma fámimilia oiefimíibl<s X ci fiP >< fi”’ <sim ¡mmm píimmto
a E fin. Si f = (fi. ..,j,~ ) : A —> Li.” oss tinta aplío:ar:ío5mr definiMos con A E a, denrotainros
Po~ fi (a) el punto (f¡ (a) ,..,f~ (a)) ci A: (a)”’ -
e,
Definición 2.2.2 Sea X un. subconj’unto definible de fiP >< fi”. La fibr¿r de Al en oir E fin
ns.s el conj’wu.to X,., de aquellos fi (ox) en le (ny) “‘ tales que existe A E nr .snb’íe <sí qmin: J esta
defi:’rm’ída y (1. f(t)) e X para todo t e A.
e,
Enm otras palabras, fi (a) pcrtemme<:rs.a X,, si y sólo sm existe mmmi <:omíjummt< A e a tal
o.I¡i(s .f(1) E X.~ para tomdo’m 1 ci A. Esta oirsfiuxir.:iómx tienre srsmrtirlri poroluos si tonramos otro’¡
reprrssentante q ríe 1(a) (i.e. y(a) = 1(a)). q y f coiucdr=.imsobre algún fi E a y, poi’
tanitrí. q(t) e X, par;r torlo 1 E =4OB - comí A O E E a.
Memeose la jírsnía observar 1<> que nos (laIl las r:ommstruo:cromres y (Iefimiio:ionres í}rosc.<s<’lrsmmt<ss <sir
<si caso <‘le un ultrafiltro principal oYj correspondiente a un punto C TV>. Comímo os! uultrahltro
a, está gemmerani<) por el confimuto nimitario ~l,}, el limite inriuctivo A: (a,) es (cammónio:amnemml.e
isonmorirí a) Drsf( { t }, fi) = fi. Es imias, 51 ¡ : A —> fi es muía fmimi<:iómm riefinmible y A e 1,
entonmces ¡‘((Y,.) = f (1) ci fi. Fimmalnmmemmte, dado ¡mmi smib<:omijmmm¡to (iefimiihil(5 X ci fiP ~ fi’’, sí ¡
fibra .X’,, es sun pIranente X’, - u,’
u,
S<.s= 8,, (a) la familia de todas las fibras =Y<,, siemmdr .X’ ¡mmm siilu:omíj ¡ imito <‘lefimniblrs <lrs
1?” x fil’. Temmosmmmos .snmtommces <sí signusmmt<s
.4’
Teorema 2.2.3 La n:olenscir$u (8,,. (a) ).,,¿ es ‘una estm-ur:t’u.’n-a o—mín;’muí que nssi:pande el
n’:’u.erpo ordenado A:(rs.) - En partir:mmla’r-. A4a) e.s’r-eo.í cerru.dnn u,
u,
Den¿r3stra r..’’¿an. Véasos [5, Th. 5.8]. Observamímos omnrs en la demmmostraciomi rrssmilta fmimirla~
menmtal es í.ís< del T<soreníma (le Elecc¡ómm Defimmiblrs y el Trsor<.smnma cíe Exist<sím<:ia (le DCDC.
U
La riemmmostmac:iómm rIel t(sr)rr.smnma amiterior tammibmemi míos mmimmestra qmís tommman- libras <smi ni
r:oimmmmm¡ta comí las operao:iommes booleammas y com¡. las proy<sc<:iomm(ss. Vaímmos a formiializar ossta
ntserva<’:io5n para <le est¿r formmma tenmr.sr muía lm(srrammmiemmta ¡itil para trasladar propnu.ia.obss rl<s
la libia .X,, a prnipierlarinss de las fibras X<’ para. toios los’t pert:emier:íemmt<.ss a ‘¡mii r:onjmuito
o’Iefinibirs que prsrtemrer:e ‘1 a. Enr prímuosr lugar, nrec(ssítanrios íru’rs miotación. Conísirierainos
las fa’m’ííiu.s- definibles (le fó’í-’m’uínms 4~,(sr), domrde 1 recoí:ros 8<”, qmme srs coustr mmyeu de ¡u:ime.nrlo
a las s;guiemmtoss reglas: —‘
u,
1 - Si X ci fi’> x fi”’ es (lefimmibl(s, st: E X, es i.ímma fainmilia ol<síimmible <los flírmímulas.
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2. Una ecmmao:iómr P(x) = (1 o drssigualdad P(ir:) > O polinmomial comm r:oeflcientes enr fi es
mrmma fannilia (conmstantcs) deflirible de fórurinlas.
3. Si oI><’(sr) y xI”n(sr:) son fanmilias definibles (le fórmimulas, entonmees ~r(sm) * ‘f’efx) (domrde
* es “y”, “o” , ~ o ~) y la mmegaciómr “no ‘Pi (ir:)” somm famnmilias definibles de fórmrmmmlas.
4. Si ‘P,s(sí:, y) es mímía fianmilia definmible de fórnmmmlas (comm y recorriendo fi”’) e Y ci E”’ x
.1?,>’ rss defímiibks, las cimanítificaciómí existenmcial Ey e t ri=<(sr,y) y la cuantificaciómm
mmmímv<.srsal ‘«y E Y~ ‘I’<’ (ir:, 7/) s<mr fammmilias defimmibles de fórmnmmmlas.
Dada una famírilia definible de fórnnmulas br(ir:) y a E fin, definimos la fórmula fibra
oP<, (st) ríe la siguiemrtos fbrmna:
1. Si rP¿(ir:) es st E X¿, ~I’~(sr)es st E X,.~.
2. Si oP<’(si:) es la Úimnmilia commstante Ph) = O o Ph) > O, rP,,(x) es Ph) = O o P(ir:) > O.
3. Si oI><’(sr) rss Sn(ir:) * q¿4ir:) o “imo e1h)” , t,h) es 6Áir:) * tP,>(sr) o “río S<sr)”
resp<sct.ivamiremitrs.
‘1. Si o1n(sr) es By E Y ‘I’,s(sr, y) o ‘«y E Y th, y), %(sr) es By e Y~ \IJ<,(sr, y) o
‘«y E Y~ ‘1’ó. (si:, y), resposctivamrrent<.s.
Nótese rílme, si ‘P~ (x) es unma fórnmmula fibra con x = (st m í,,) , el conmj nmmto (le los
sí: E li(a)” tales que ‘P,4sr) se verifica es definible <su la estructura o—mnininíal sobre It (ny).
Veamnios ¡mmm ejemímplo. A la famnilia definible (le fórmmmías
‘«srs E X<’ Be > O ‘«y ci fi”([Lr — y[ cl e z# y ci X<’)
le (:orr(sspomi(le la fórmimula fibra
‘«st E X<y¿ ~e > O ‘«y E le(a)”(~~x — y]] cl e t- y E X,,).
Nótese opí<.s ¡¡ir: — y~ cl e pimede expresarsos umediante nmnma desigmmaldad polinomnial. Por
supuesto, los fórnuilas anteriores expresan el hecho (le que un crmnjuutr> sea abierto.
Proposición 2.2.4 Sea X un subconjunto definible de flP x fi”, y ‘P< (st) la fórmula fibra
ríe ‘¿inri familia definible de fórmulas ‘Pt(st) , con. st = (str ‘ru) . La igualdad
= {ir: E le(a)” : oJ’jir:)}
se ‘¿ír’s’nifienr si y sólo sí existe A ~ ni tal que ini igualdad
.Al<’ = {ir: E fi”’ : th)}
sn.’’ur.’m-z fico. para todo 1 E A. En particular, si u = O (e.s decir, no hay variable.s libres), la
fórmula .fibrní oP,, se verifica si y sólo sí existe A ci ny tal que ‘b<’ se verifico. par-nt todo 1 E A.
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Demostración. Ver [5. P top. 5.9].
e’
w
Ahora míer:esitamnmr’s otra drsfimiio:iómm. Sea 5 mmmi smrb<:oi¡jmmimto deíimmiblrs ríos fi” - Emmtoircrss —
flP x 5 puosole v(srse <.:ommmo mrmma fanmilia definil~ile constammtos. Demootammros l)r.>r S¿jó’) ci A: (a)” la e’
fibra (fiP x 5),, y la dosmmonnriniamiros la extensión de 5 a A: (a) - Es fácil ver ql.i<:5 ‘8A’(a) 01?”’ = 5. e’
e’
Emm terInmimmr)s <le teoría de mmmodelos. la estní<:tura <j—nuimiímnmal sobr<.s A: (nr) <‘ss ¡mima ext<smmsiomí
*(le la estructura oj—mmmiímimmíal sr)i)rrs fi. Torila fórmmmula <los prumíer .rdrsmm ríe la estrmmo:tmmra o—
mmminmimmmal sobre .1? se í)m.1<sde immtrsrpretar emm la <.sstrlr(:tlira o—mímmnmimmal sobre A: (a), tonmíamído la
*
<‘sxte.nmsiómr a A: (nr) ole los r:oimj intos <‘lefliribles que apar<so:emi rsmm la fórmmnmrla. La Pro
1mosio’:ióíí
u,
2.2.4 imuplirsa oímmrs le (a) es mmmía extemísióní <síenmíemítal <l<.s fis r:a<i¿m. fó¡.immíilmr simm varialdes libres
u,
se verifica sobre E si y sólo si sos verifica sobr<s A: (ni.).
.4
Ejemplo 2.2.5 Sea (fi, 8) la est’n-’¿.,.etmrra o”mínmmaí <‘lefinidnm por los .s’’ubcn>nj’am’¿.tos semial” e’
qeb’rv.insos definidos sobre fi. Entonces, dadn un su bco’nojunto semialqebraico =4- la definí r:ió’n
‘¿¿sual de esi:te’nsíón. de A u vn cuerpo ‘¡-cuí cerrado ‘más qra’nde (ver /21) y la defin.ícínín un— e’
‘tenor de eir:ten.s’ínmn AK(0) coinciden. E’u. este co.sn, 8 (nr) es j’o.stamu.e’u.te la nsolen:cíon de los e’
su beonjuntos semíalqebraicos definidos sobre It(a).
u,’
e,
2.3 Familias definibles de aplicaciones e,
*
Sean X e Y (1(15 snbo:omijumrtos elefimiiblnss de fiP x LI”’ y [mV’x 1?”’, respr.s<:tivammrem’mt¿.s. Veimmos
esstos dos siibcoimjummtrms r:ommro fammmilias deflímilmíes paramimetrizadas l.>or fit~ Umia familia defi”





rlr’)nrrle la apiir:a<.:i<.um(ss proj somm la proyeccirmmes sobr<.s las primmmeras j> <.:oor<iemmarlas. Oiít<.s”
imeirmos vms esta Lima ¡ma f¿rniilia (le aplicaciones Ir : X< —> Y~ para 1 E fi”, .ichnir’la por
= (t, f¿(ir:)).
u,
Ejemplo 2.3.1 Sea A un. s’ubconj’u’noto definible de E”’ u consídcre’mnís el s’u.bn:onj’u.í¿.to X
fiP < A de fi<’> x E”. Entonces X es definíblns y X< = A paro. con/a 1 ci flP. Díre’u¿.os q’¿¿e X
es unoa fanmilia r:omrstammt<.s. De la ‘misma forn¿.a, Si 13 es’uns’ubconj’un.to niefi’noíbíe dc 1?”’ y
consideromos Y — fit x 13 y miau r.plícación definible f’ : A -4 13 , cntn)n.n:es diremos q’¡¿.s
la fo.n¿.ilia
fsXY
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es ‘uno. fammmilia commstammtos <le aplicacionmes-
Ejemplo 2.3.2 Sean A y B conjuntos definibles. La forma habitual de una familia de
aplicaciones flP x A —Y fi, (1, st) ** J4st) de A a B se corresponde aquí a la familia
f X .fl» x A —‘Y Y — E’> x 13, (1, sc) ~—*(1, f
0(st)). Habituaín>.ente den.ota«.’-emos a esta
familia con’¿.o f<’ : A —4 .8.
Dado (Y ci E~, vamímos a definir f0 X0, —* Y0, que será una aplicación defimmible para la
estrmmctura o—muimnn’ial sobre A: (a). Conrsiderenmmos
E = {(t,sr,y) ci fi” >< fi” x fi”’ (tsr:) cix y f(t,st) = (t,y)}.
El r:onjmnmmtr 1’ es mmmma fanmmilia defmmiible parammmetrizada por fiP, y para cada 1 E fiP, 17<’ rss
<sí grafo de ir : X, —* 1$ Utilizanmolo la Proposicióní 2.2.4, mmo (55 difícil ver que la fibra
E,, ci A: (no)”’ x A:(a)”’ es el grafo> ríe mmna aplicaciómi fa’. X0 14 C<>nmo E,, r=s(iefimiible,
la aplícacíómm Ñ es <.iefimmiblrs para la estrmm<:tmmra o>—nminirnal sr>bre le(a). Llamnaremmmos a f<’ la
fibra de la familia f <sim a. Obsérvrsse (limOS, dado ir: E X,,,, s<s ti<.snvs que IÁ (ir:) = (f o It) (a)
siem¡do i¿. : A — fi” ¡iima apli<:a<:iómm definmible tal qmmrs A(a) = st, con A E a y tal que 1¿(t) E X,s
para tono 1 E A.
La sigimicírte proposícion imos muestra que todas las aplicaciones <lefinmibles se obtienen
ríe ossta f<rnnma. Jmrtrodncimnos algumia mmotación. Si X es umm smibcommjímnmto (lefimmible de fiP x
fi”’ y A es íímm subcoíijummto definible (le fiP, denotanmos por XrÁJ el subeonjmmnto deflímible
X O (A x fi”) ole 1V> ~< E’>. Emm otras palabras, X111 es la fainmilia olefiniblos X restrimígida a
A. Si Y es umm stmbconj m.mnto <‘lefinible d<s flP x fi”’ y f : X “—Y Y es umía fanrilia definible de
aj >1ica.:irnm<.ss, rlosmm< tarrsnmmos por f[~’¡] la r(sstriceion f~ decir, f[4] : [A] —Y ~i4í~
Proposición 2.3.3 Sean X ci flP x fi” y Y ci fiP x fi” dos familias definibles de conjuntos
defi’roibíes parametrizadas por fiP. Sea p : X,, —Y Y0 una aplicación definible para la
estructura o”mm.nmmal sobre It(a). Entonces existe un conjunto definible A E a y una
familia definible de aplicaciones •f X[Áí —Y tal que f,, = ~o.
Demostrac;on.. (V<sr [5, Pr<)l). 5.13].) Basta utilizar la Proposi<:ión 2.2.4. 0
Proposición 2.3.4 (a) La fibra f,, : X,, —Y Y0 de una familia definible de apl¿cacíones
f:X’ —~ Y pararnetrzzada por fi<” es in.yectiva (resp. sobreyect;va, ‘nesp. biyectiva)
sí 1/ sóín) si esciste un subeonjunto definible 5 <los fi<’> tal queS E a y f[s] es ~nycr:tíva
(‘nesp . sobrem,/ect~vnm. re.sp. biyectiva).
(b) Dos familias dntfinibíes de aplicaciones •f X —Y Y y y : X —Y Y parametrizadas por
fiP satisfacer¿. .f~ = ~7,, si y sólo si existe un. subeonjunto definible 5 de flP tal que
5 E nm y f[S] =
e’
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<‘e) Si j : X ‘—“Y Y >7=): Y Z son ríos fnno.~iinrs def’&¡.ibies ríe apuienmc’¿.nr¡.es paranoet’c’;zn¡.das t
por fi’>, entonces (qof),., = y,, of, - Si X’ es ‘un s’ubconj’nsnto definible de X , ento’r¿.nses
Deníostrac;o¿¿. Para (a.), el lreo:imo rl¿.s que J,,. srsa immyectiva se pmr<srl<s <.sxpresar miiedíairtrs
¡mmia fórmrmm.il.a 01,, rímne sea la fórmnmila fibra (los mmmia fámitilia (‘le fórmmímilas ‘Pr. Por tamito f,, <55
ímmyer:tiva si y sólo si existos ¡mmm subcomrjummto definibleS ci fi¿’, 5 E a, tal qu<s f~ : X, 15
es mmmyectiva para cada 1 E 5. Pero ossto sigímifica, por d<sfimnciómí (le fairmilia <los aplicacir.mmes,
Olimos ~ es im’myectiva. Lrs casos sobreyrsctivo y biyectivo srs demmmmmestraii ríe la mmiisnira forimia.
La part<s (b) es clara. pasamido al grafo. Para (<1:), smrpommgammmrs qmme X ci E’> x fi”’.
Commsirirsr<.snmmos ir: E X0 . Eomtoim¿’:rss si: = 1>. (a) para cirsrt.ir aíYlio:a<.:íómm <‘1vsliiíil~>le l¿.. A —Y 1?”,
.A E <‘¿, ta.l qmmos í¿.( t) E X, para <:ada 1 E A - Por tammto f,, (si:) = (f o /o) (a) yq,, (f,, (si:)) =
(y o (~f o /¿.)) (no) = ((y o f) o /¿.) (a) = (y o f) ,,(si:). Finmaimno=mmt<s,j,,(X,,) = { y E Y :íj =
/<‘ (sr) si: E X,, } y dos esta expr<’ssiómr sos claranmiemite la últinmma afirnmac¡o¡ ¡ - E
I.J tilizanmolo <sstrs ¡eso Itarios. se dosmni.íes ira ríos formmma has taiít<s srsmmo:illa lo siguíosmm.t<-s:
*
Proposición 2.3.5 Dada una familia definible de aplicaciones j X Y, y rían/o nr E
fin, se tiene que f,, es continua. si y sólo sí existe 5 E (Y tal que fn es continua pata tan/o .4
teA. e’
e’
Todos osstos resultarlos expresan cual rss la filosofía, en toriro al uso (leí espectro riefimiil,le.
La idea gosmieral es olíme, para mmmm pumito a E EP, ‘¿¡nr> propiedad de Ini fibra, en. (Y. 5n.~’¿)er~fin~a
también sobre aíqmín subeon¡n.u/o definible 5 ci LI”, tal que 5 E <r-
u,
u,’
Los rrssinltao.ios y ejemniplrs amitosriores imos mmmuestramm que umna propierlad se verífica pam;.o
la fibra osmr a si y sólo si existe =4E a tal qíme la mmnsímía pm’0p115(lad s<s verifica para las fibras
(smm 1 para todo 1 e A. Pr.srr para algumias propieolaolrss (topológicas, dos diferemmciabilirlari)
po(losmiios ir umr poo’:r. más lejos y estudiar propiedaoles qmre se vosrificamm <le forimma qíabal para
toria la fanmilia. Umm ejemímplo ele esta i(iea lo propor(:iommami los sigmiienmtes resmiltaelos.
Proposición 2.3.6 Sear¿. X ci Y sm¿bconjv.n.tos <‘le finíbíes de fi
0 x fi” - Sea <y e fiJ’~ La
bra X, es nerrada (respecti’uaíne’nte abierta) ero YÁ.s’í y sóín si es¡:ístns A E nr tal que Xí.¿u
(Ss cerrado (‘í-espectí’ua’rnente abierto) en
.4
Dem.r>st’n-ucínin. V<sr [5, Prop. 5.18] 0 e,
u,
Teorema 2.3.7 Sea f : X —* Y v.n.a familia definible de aplicaciones para’u¿.et’nízada pnr¡’
fi.’> ya E fin. Entonces J~ es continuo. sí y sólo sí existe A E e. tal qn.e Í[A] : —Y YA]
es continua. u,
u,
D en¿.ostra.ció’nc Ver [5, Tli. 5.19] E
Capítulo 3
Derivabilidad definible
Emr esto r apitímio varmios a estmmdman los rlistmntas propiedades de díferenciabilidad <le aplica—
r:monoss definibles sobre ¡irma estructura o—nminirmmal que expande un cuerpo real cerrado>.
Es posible copiar para mm cuerpo real o’:errado arbitrario fi las nociones habituales dos
diferemíciación sobre 3k. Emm [2] se estndiamm los resultarlos básicos sobre difereirciabilidad
para f¡uímcioímes semialgebraío:as definidas sobre fi. En el trabajo ole L. de van <len Dries (8]
se osstuoliamm esto.s tipo ríe resultados para fímnejones defimiibles sobre umna estrmmr:tnra o—mnininmal
r¡mme exi>ammd<s el r:uosrpo real cerrado E. flospasaremnos aqímí los resmíltados muás inmíportamites
sr’br<s este tenía. De nuevo s<sgmmínm<.>s la <sstructmrra <le [5, Ch. 63.
3.1 Derivabilidad de funciones definibles en una variable
Si A es mmmi subcommjmrmmto (l(sfimliblos ríe fi”, diremnos qurs una fumiciómí y A —‘Y fi U { —x< +oc
es defir¿.ible si las imágenes inversas de —~ y vle +~ son subconjnntos defirmibles de A y
la r<sstrio:o:íón ríos y a ng”” ‘~ (.1?) es una función definible con valores ysn E.
Lema 3.1.1 Sea ~f: 1 —+ fi. una función. definible continua sobre ‘¿¿.n intervalo abierto 1
de Ji?. Entonces f tiene derivadas a la izquierda y a la derecha en fi U {—~, +~} en
n:ada punto ir: ci 1’. Estas derivadas sc de’umotaran respectivamente por [¡(ir:) y [¡(ir:). Las
fu’u.einnes j¡ y fi’. de 1 a E U { — c~, +~} son. definibles.
De’mostraeió’u.. Aplicanmios el Teorenma de Monotonía a la función y “—* (f(y) —“f(st))/(y——st)
para rleníostram- que esta función tiene ¡mr límite en fi U {—~, ±~} cuando y tiende a st
por la ízq¿ur.srcla o por la dei-echa. Es fár:il vrsr emmtoncrss la dosflímibilidad (le las vlerivaolas
por la iz<.ímmirsrela y íírr la derecha. 0
Lema 3.1.2 Sea j : 1 —Y 1? m¿n.a unción definible continua sobre un. intervalo abierto 1
de fi.. Si f¡ > O (re.s-pectivamcn.te .[¡ > O) en 1, f es estricta’me’níte creciente en. 1.
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*
Demostración. Aplicamiros el Te<remna ole Monnotonría a la funo:ión .f, más <si hecho (le que xrr¡
osxmste imingun snbinmtervaio dos 1 sobre <sí olmie .f es <:ommstamt<s o f oss estm-io:tammíeímtos de<:m-<sciemmte
(<smi r:aso o:ommtrar;o, se tosnclría f/ =O y .[¡ =U rin tal smmhimmt<srvalo) . O
.4”
Teorema 3.1.3 Sea f : 1 E ‘ntt¡.o. [¡<unión definible nson.tin’uu sobre ‘un intervalo ímbie’¿tu
1 <‘le fi. .Fmntonee.s para tn>dos los puntos dc .1, salvo tal vez ‘un¿. ‘numero finito. tenemos que
[¿‘(si:)= [¡(st:) E LI. Pon- tanto, ~fes níem’i’¿abíe fuera de ¡tu subn:ouj’¿n’n¡.to finito ríe 1 -
e’
J)emostrnícíón. Emm primner lmmga.r, demímostranmos qíme mmo existe iinmgúmm simbmntervalo (le 1 cmi el
quos ÍJ(st) = +cxx o [¡(st) = —oc, oj [4(si;) = +oc, of (si:) = — oc. Smnpomngamnms por ejemniplo
quos J¡ (st:) = —í~oc sobre ¡mmm subimmtervalo .1 nos 1. Tommnennos a cl 6 rsmi .f y r:ommsi<leremmios
*
f(b) — [(a) e’
= ¡(st) — ir: para. si: E .1.
.4
Temmenmios qime q = +oc sobre 1. Prír el Losmima 3.1.2, y es rsstrir:tamniemmtrs <sro’scmosimtns so)l.)nos 1.
l><’mr tammto =¡(b)> y(a), lo que es claramimemmte inmiposible. De la mnismna fbrimia se ve <píos los
otros casos llevan a una comitradicciojí.
e’
Supongamos ahora que existe un subintervah’, 1 de 1 sobre <sí que 1/ yfi. tienen valores
emm fi y fi cl f]. - Reenmiplazanrio ,J por mmn inmterv¿do imiás perí¡memío, p<’r’leimmr)s sumponmer q¡m<s fI
~ [.4.son continuas. Tonramido un subintosrvalo todavía más peqomemno, po(losnmos sioponer (4110S
osxisl,os E fi tal que ¡7 cl e cl /4. El Lemiia 3.1.2 imnj>Ii(:a qí¡rs st —Y f (st) — esi: rss al ¡imisnio>
tiennipo nsstrictamoiemmte crecíemotos y estnictaomremíte deo:reci<smnte sobros estos s¡.rbinoterval.o, lo que
es mmnposi’blo:. Podemmmos olosumostrar cíe forimia símmnlar (11105 ¡mO osxist<s mmiimg mm smibimítrsrv¿rlo¡ sobre
<sí qmme [4y ~ tomnan valomYss enr LI y [4> [4. La nlefiiui.l>i li(iad. d¿s /4 y ¡4, j ¡muto osomí los
hecho oluos a<’:al>am<.s nc demmmostm-ar, ínmpli<’:ami la (:oIlcllisiomm olosí ter>reiiia. O
*
.4
Corolario 3.1.4 Sea ¡ : 1 —> fi una f¿íneíó’n definible. Para tninín> A: E U. exístn: ‘un
s’abconj’unto finito Al (It) de 1 tul que f es de clase Ci~ sobre 1 \ Al (le) -
e’
De’mostració’u,. Por imndorccmrt sobre It, mitilizanodo el Tosoreníra 11.3. la definmíbiliriarí ríe la
(lerivaola y la (:r)mmtimmuioiao’l a trozos. 0
.4
.4
Notn¡cinire Dao’la mimra fumícióím f 1 fi <le clase Cik riefimmible dm una estructura o—mmmiuim¡mal
8, (liroeIrmos opios f <ss dr.s r:lasos Dt mio) ac<sr<:a <los~ (o simirpl.elmi(smmte DK cmíamío’lo hay aiiil>igiieo’lad
8). Emí g<sneral. ríe aquí <sim aolelammt¿s,
9k sigímifiosará “oleflímibie (le clase CM’’
F ijenmoris almora. la noo:iómí dos ‘variedad defin.í 6/rs sobrc’u.’¡ <ss/ru rs luma o—’¿imi’ní’n¿.uí o ‘van «dom <1
nie clase DK - Esta nmr)ciómi 1u(s imntrovl¡i(:i(la <smi [14]. Sea X ci 1?”’ ¡mmm o:omíj mímíto deflímiblos y
sosa le mmm emítero > O. Uí’ma carta definible sobeos X oms mmmm triplos ~ = (U, Ip, n/) (lolmolOS U es
.ín¡ sorbo:onjmnrto olefinibie abierto dos X, nl =ti y <y es moma biye<:ciómn olefiniblos ríos U cmi iímm
subo:om’qi.mmíto alderto> (los fi<
t. Llamnmaremmmos a nl la climtmenmsiói’i dos y.
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Dos cartas definmibles 7 = (U, <y, d) y <y’ = (U’, <y’, d’) son Ck~compatibles si, o bien
U cl U’ = 0, o l>iosmm p(U cl U’) es abierto, rp’(U o U’) es abierto, y las dos apli<:aciones (le
tramisí<:ión <yo <y y mp o sp son de clase Ci” sobre sus <lonminios; nótese que enr este caso d = ni’.
Umí Vk~atlas sr>bre X es mmn r:ommjunto finito C de cartas defimmibles sobre X de fo>rma
r:a(ia par ríos ellas es CA~cornpatiblos y sus olominios recmmbremm X. Umma variedad D~ X es
¡mmm par (X. e), rlommde X oss mmmi snmbco>njmmmíto definible y C es mmmi Dk~atlas sobros X. Emm esta
iimosmnmr)ria. (sim vez <los trabajar (:On ¡mmm atlas (:omicreto C, dr>taremmmos a X de mmmía ciasos (le atlas
n:o’u’¿.patibíes, ríe formna que diremnos sinmplenmrente que X es mímía variosdad Dk. Deflmíinmos dos
la formna Imabitual <sí n:ommcepto de aplicacióní (le clase DA emmtre variedades D~ -
D<’sstaquemnos qmre umma variedad rss siemimpre ímn conjunto localmente cerrado.
Observamos que, si It > O. el concepto de varierlad r~ (según la olefinición anterior) es
rs(iuivalosmit(s al ríe simbconjummto definible de E”’ que es variedad <los clase C~ (enm el senmtidr
mmsual) - Esto imo> es cierto para le = O.
Demmiostramnrs a conrtimmímaciónr ojíme todos las míociommes gime imrvolucrerr mmmi gra<lo fimmito
<le riosrivabilidarí s<bros objetos dosfimúbles sos plmedemm osxpresar mrs(liantrs fórmrmulas de primner
rrolenm.
Proposición 3.1.5 Sea X ci fi”’ un subeonjunto definible, r > O. El hecho de que X
esa ‘¿¡n.a variedaní pr puede expresarse mediante fórmulas de primer orden.. Si Al ci fi”” 7/
N ci fi” son var;edudes 7V’ y f Al’ —+ Y es una aplicación definible, el hecho de que f
sea ‘¿¡n.a aplinsae;ou Dr puede expre..sarsc mediante fórmulas de primer orden.
.Demr¿.ostrarsíón,. Clarammmemmte basta commsiderar el caso N — fi~. Smrpoumíganmuos que X ci fi”’
es mmmi abierto> d<sfimmible y sosa [ X —Y fi umía fmmnciónm definible. Cr>nsiderrsmos el commjmmnto
olosfimmil>le
f(y) — 1(x) — a - (y — sn
)
A = {(ir:,y,a,’rr¿.) E fi” x LI” < fi” x fi: st ~ ¡/, ini = ]] — st]]
De ossta. foruma t<smmenmios ríume .f es rierivable si y sólo si
‘«st E X Ba E fi”’ (st, st, a, O) E A.
Por tamíto el Imoscímo ole que f sea 7V1 (y análogamnente fl~) es expresable mnerliamíte fórmimumías
ríe primuer o>r(leni.
Simpommgamímos airora rpme X oss mm smmbconjunmto (lefinible. Poir la vosrsiónm definrible de [2,
Cor. 9.3.10), tenemnr>s orne X es umíma variedad pr de olmmensiónm d si y sólo si X es la mnumiómí
(le ¡mmm nrm.mmmíero fimíito ríe smmb(somijmmntos definibles abiertos { U; } tales mme, para cada’i. la.
proyeo:o:iómi pi;, ,<: fi” —Y fi’1 : (ir:m ,.,st,,) —* (st~, ‘rl,>) indmmce uní (lifeomnorfismimo 7V”’
<sm>tre ti, y umr abierto definible dos fl’~; es decir, podenros escribir U; = graf(~> , ... ,
para. o:iertas fumío:iommes “a” ¾U1 —Y E donde V1~ es un subeonjumito (lefimmible abierto> desi , si
fl<¡ Es claro> em>tomm(:es que to>do esto> es expresablos mediante fórmulas (le prinrer ordemm:
la existosnmcia <le las fuirciomíes o¿ es umm hecímo commjurmtista y por tanto expresable mediante
e,
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tórnm¡mlas dos pmimmmer mojen, y sm.m olosrivabibolarí es expresab]os ínedi¿usitos fórmnuias <los primnosr
orolemm pnir <sí o:aso amrtosrior -
Utilizanolo las muisumas notao:iorres, ¡mira fmmmmr:iómm (lefihiibl<s f : X E oss tíos <:lasos 9” si y
s~lr) si, para to(lo í, la flmmir:ión J : U; —Y E t = (ti.... , t4) f’(t1 . tj. nfr~ (/),...,
oss dos <:lasos 9”. Pr>r tanto>. tamnbiénm ossto es exírossabl<s mnediamrte fórímimilas de l)rimrmer orolemí.
De la nmismmia formiia se tiosmmrs <sí <:as< f : X —--> i’,siosmmr’lo Y ci fi”’ luma varieriarí flr
E
u,
3.2 Descomposición en celdas de clase pIt
e’
IJmia riescomnmposk:ióim en celdas defimmiblos cilímidrica de cla.sn’ Dk (pk do:o’lo:) ríos fi”’ <ss ¡cima rlr:do:
olimos satisface algmmmias commdicioimo.ss osxtra ole oliferemiciabiliriarí (Inc iimií>lio’:ami, enm particular,
qime cada celola oss ¡ma si.ibvari<sdad pk de 8”’.
e’
• (lima pL dcoic ole E es r:Imalqmmi(sr ricdc (le E. e,
• Si ‘r¿, > i - umma pL olr:dc ríe fi’’ vielme darla por nima pL do:ric oirs E”’’ y, para cada e”
celola D do’ LI’> ¡ , fumr¿:i<}mmes defimmibloss ríe clase 7VÁ e’
e’
cl .. -
Las r.:oslolas <‘los .11”’ somí, por supmmrssto, los graf<s ríos los ~; y las 1 m¿m.mm<las riel.immiit arlas
poir <sstr)s grafo>s. u,
Es ciarrí olos la ofrssr:riísicióii por indímeciómo (Imie las celda.s <los mrmia pL oio:r.lr: sr>mm smml>varmos—
nades ole <:lase 7V”’ dos 1?”’. Adenmmás, para cada. r.:rslda Ci, existos ¡nr difisrmmmirrfismí’ír rUs o:l=is<s
7Vk
9c : c~ —Y E’tm”” : - Estos oiifeo nmorfismmmo 0c.’ puo os ser defindo por i¡.idmmcci< im sobre ‘r¿.,
utilizammdr. las mmrisnmas fórmuimías qmros osmí la Proí><>sio:ióit 1. .2.4.
e’
e’
A o:omitimmmmaciómm osstablos<:emmmos los dr>s resultado primmcipaloss ríe esta s<sccir’)mi.. .4
e’
Teorema 3.2.1 (Descomposición en Celdas DL: pL DCDG,,) Dado un nffnnero fu
nito des’ubco’u.juntos definibles Xm . X, de fi”’, esi:íste ‘una pL <Jede ríe E”’ adaptado. n¿
- - - , X
1 (es decir, cada X; es ‘una unión. de celdas).
e,
Teorema 3.2.2 (Diferenciabilidad a Trozos: CiJt) Dada ‘una función definible f
=4 LI, dnrr¿.de A es’’u’u. sm.¿bconjun.to definible de fi”’, es¿:íste ‘una po.rtin:ió’n finita ríe A en
s’¿¡.bvo.rien/ades 7V’’ Ci1 , . Ci, dos forn¿.a q’¡;e can/u restrio:n:ió’u. f¡<’, es
Demostración. Demmm<.’mstraírmos los drsis tosore¡mmas simmiultámiosamrmemmte, por iimdmm<:<:ióir srbros ‘¡¿..
El caso ‘no = 1 está ya demostrado: VkDCDC ¡ es obvio, y CT§ se sigmios riel Tosorem¡¡a 3. i .3.
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i>r)r tanto pr)(iemmmos suponmer oímme n. > 1 y que los teoremas anteriores están olemostrados
para rlinnrenísmomnss mimas pe(lueñas.
1) DADCDC,.,. Commremmcemmíos con una dcdc de E” adaptada a X1 X<’. Utilizando
Crt ¡ l>r’)riemimr)s riivídir las cosidas ole la olcdr: indímeida emí E”’ para obtúsmmosr (lime to>olas
las Co: sosamí (105 r:la.5(5 P~ - Enmtoímces, mmtilizammdo P
0DCDC r , ísiooienmmr>s rosfinmar ninosstra
l’mrti(:iomi para obtosnmosr m’mmma pL oio:dc de E”’
2) CT~ - Utilizamnmos el sigmniosmmte lenma.
Lema 3.2.3 Sea y : U —* fi una función definible, siendo U un subconj’unto abierto
definible de II”. Entonces est¿ste un subconjunto abierto definible V de U tal que qy es
y (iinm(U \ V) cl u.
Den¿.ostración. Por imirlucción sobre le, basta muostrar qíme el conmjunto U; (le los pi.mmítos emm
ti rlr)mm(le la rleríva<’la imarcial dq ¡OSE, existe es definible, que smi cornplemrmenmtario emm U tiene
imrteríor vacío, y (lime dg/Os»; es dosfinibie sobre 0;. Demostrar la (leflnibilidaol oss senícilír>.
Veamimo>s ojime U \ Ci; tiosmme immtemior vacío>. Emm caso commtrarir>, (sxistiria mmmma caja al>i(srta mmr>
vacía <.i<>mm(i(s Oq/Osr; mmo existiría. Conmsiderando la. restricciómm (le y a un intervalo de mmnma
llimea paralela al rsje sE; r:ommtemiidosi emm esta caja, <>btemrdríarnos imna cr>mmtradicci~n comí el
Teoreníra 3.1.3. o
Vrsilvrsnmos a la denmiostraciómm dos CT~. Eleginmr>s mmna dcdc ole fi” adaptada mr A. Pr>r el
f=emmia 3.2.3, para osada celda abierta Ci; cíe fi” conmtenida en A, existe unm smmbconjmnrto
abierto deinuble Y tal que -fw ~ y dmn¡(C; \ Vi) cl u. Por PLDCDC,,, podemos refinar
la rlo:olo: para rbI;osim<sr mmíma V dedo ríos fi” aoi ptada a A y a los 14. So>bre (:ada coslola abierta
<los esta mumosva o’l(:(i(: r.:omíteimida emm A, f oss V~. Sea 1) ¡míma celda ríe dinmenmsiónm cl ‘o. r:r>nítemnria
osír A. Utilizanmolo> mnmia difeommmorfisimio de clase D~ des D a fi4’”’ ~ y la hipótesis ríos immduc:iónm,
po<ienmi<s partir D <smi mmmi mílninmosro fimmito ríe subvariedades pA: sobre las (lime f es - Esto
comimplosta la. olosumostracióní dos los <‘los tersirernas. E
Ao:abam’mmr>s esta soso:cionr olammdo mmmma nioo:i<$n que será inmpowtante emm algunos dos nnestrr>s
argumnemrtos.
Definición 3.2.4 tina rsstratificación D~ ¿ de un conjunto definible cerrado X ci E”” es
‘una partición de X en. ‘un mimen-o finito de ce/das pr, llamadas los estratos de E, tales quos
par-a. cada estrn¿tnsi A E ¿ se tiene que Fr(A) es una ‘unión. dc estratos <‘le ¿ (n.ecesariame’r¿.te
de r/í’u¡.eusi&¡. ‘más po’sog’¡íe’sio=)
A partir <lis la o.sxistemmcia ole olescomnposiciones emr cosídas pr, o.ss fácil demostrar el si—
guienite resultado.
Proposición 3.2.5 [8, Prop. 4.1.13] Sea X ci fi”” un conjunto definible cerrado y
,Xp subeonjuntos definibles de X. Entonces existe una estratificación. pr de A tal
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3.3 Entornos tubulares
Sosa Al ci U’’ ¡nima varieolaol pk (supommo’lrosirmos siosmnpros qmíos i =A: cl oc). Vamiros a iirtroriírcir
los r’:ommc<sptrs ríos librado tamigemite y mmormmial de Al.
El fib’r-adnsi tanyente TAl’ oss <sí <:<.njmmmmto dos lrs (si:, y) E Al >< 1?”’ taioss <limos ‘¿7 es mimia ve(:to)r
tanmgosmmtos a Al’ emm st. Demroitamnmos pr>r p : TAl —Y Al’ la prryoscciómi oiefimiida íor p(si:, ‘u) = si;,
Y 1)01 T~, Al el espao:io tammgosmrtos a Al’ osmí si:, (55 doscir. T,~ Al = p”” ¡ (ir:) para st: E Al’. Podosí; ¡05
argummmosnrtar <los la siguiemíte muíanmera para olemuostrar quos TAl (55 mmmm símb<:omijimimto <losflímible ríe
.11”” x fi’’. Comisidosramimois <si comíjunto 5 d(s triploss (st. 7J, y), drmídos y oss ¡mira vectoir paralelom
a la llímosa. qomos mime los puirtos oiistimitn>s si: e y ríe Al , esto ¡ss
u,’
5= -((st, y. A(y — st)) EM x Al x U”: ir ~ y, A E 14 e,
u,
El <:onmj mínIr> 5 oss claramirenite defimiible. Smi clausura 5 <smi Al x Al x fi” o’s tamirbiémí oiefii’¡ il.We.
Sos t iosmios rsirtommo:es qm me
.4’
TAl = { (st:, ‘¿.s) ci Al’ x It” : (ir:, sí:, ‘¿si) E S}
.4
y <sstr. nmíi<sstra (Inc TAl es <losfimilbios.
No o.ss olifícil ver (utilizando> <sí argmmnwsmmto estámrríar ole la geommmystría <iiferenmcial) <píos TAl
es umma subvariedaoi (le clasos Cik ~- Si ¡ Al fi rss mmmma fmmmmción¡ ole clasos D~’ , emítoimo’:<ss
df : TAl —Y TE = 1? s< E es una aplicaciómí ole <:lasrs Vr””
El fibrodo ‘r¿.nn’n¿.aí NAl rss el r;ommjmmmito olos los (sí;. ‘u) cmi Al x it” tales olmios “¿7 rss ort(>goila.l
a T~Al. Es imima smmbvam-iosolad Cv— ‘i rL fi’<’ x 1?”’ y es <leí iniblos ya olimos TAJ es d<sfimi~ble.
Almora ini. rod icimimos la apli<:a<.siomi <‘los (:las(s pL—- 1
of’ NAl —Y fi”’
.4’
(sí:, ‘u) * sí: ‘+‘ ‘¿si.
Esta aplic.a<:iómm n~ immduce el difeommmorfismmro o:ammómmico ¡smmtrrs la sos<sr:moim otosr<j Al s< jO } <losí
librarlo n<rnmial y Al, y oss ini rlifeommíorfisnmmo loo sal osír y:ada pumíto (si:, O) - Vos lroso:li<, la
olosrívaria rl (~e) nf> : ‘IP, Al x N~ Al’ —> 1”?”’ oss <sí isomnmon-fisím ¡o q¡ mos iimammda (¿$, ‘u) a [ + ‘u.
Emm esta se<scíómi riemnmostrammmos <sí sigmmienmte resulta(ir>, qmme es mino. vrsrsmómm vlcfiumil>los rírsí
tosonosmna olosí emitoriro tub¡mlaí.-.
.4
Teorema 3.3.1 (Entorno Tubular Definible) Sea Al uno. subvaríe,íud V~ do’ E”. Exis-
te ‘arr entor-r¿.o abierto <lefiníble U de la secció’o. cern) Al x 0} en el fibrado n<sirn¿.al NAJ
tal que la restr;cos;ón - - no definible de cía.s e Cv”.1 cuyes una dífeomoi-fism a í’rnaqe’r¿. es’un
e’utnrr-n.nsi níbío.s’¿-to definible Q <le Al en fi” - Es mnís, poníe’¡rrns tomar U níos lo. forma
U = (sr, y) E NM : ]]v¡¡ cl e(sr)}, u,
u,
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I.Jmm osmmtormmr 9 <‘:oimio eím el teorenía anterior se llammma un entorno tubular V’ (le Al.
Tosimosmnrs soibre 9 una. ‘r-rstracciómm pP 7T : 9 —Y Al’ y ¡rna fmmnciómí cuadrado de la distancia
‘pL — 9 —Y fi, que quedaní olrsflmmidas mosdíante
rr(ó(sr, mi)) = st
p~b( ir:, msi)) =
()bservammmos que. íara sr ci 9, sos verifica p(st) cl ( (mr(st)) y p(x) = ¡¡st — ir(st) ] ] 2.
Para la olemimostraciómí (leí Teorema 3.3.1 debemos considerar emm primimer lugar el o.:aso (los
las subvariedades oleflnibloss c<srraolas. Em’nmpezamo>s con un lenma:
Lema 3.3.2 Sea Al una subm,a’r-iedad 7V~’ de E”, cerrada en E”‘. Sea <‘ M —Y fi una
f¿rnn:ioin definibíns pnsiti’ua, qite está íocal’rnente <usotada por debajo por constantes pos~t;vnms
(nss decir, para can/a ir: en Al, existe e > O y un entorno V de st en. Al tal que % > rs sobre
y). E’r¿.tonces existe una función 7V” poszt;va c.~ Al —Y .1? tal que e cl < sobre ¡VI.
Demostración. Para r E E, o:ommsiderennos
= QE E Al : ]]st¡¡2 cl
l>oolemnios supomier que Alt’> # 0 para algún r
0. Obsérvese que Al’r es cerrado-acotado para
teolo) ‘e > ‘r0 - Para mmmi tal r, definimnos g(r) conmo g(r) = inf{~<’si(st) : st: E .Al’~. }. La fmmnciórm
+oc) —> fi. oss oí<sfimmible y mmr o:rosr:iosntos. Es prsítiva. ya que Mr está recubierta por
immm imnílmosro finito dos slmboson!íuntos <Sn ir)s qímos Vsi osstá acr4ada immferiornmmenmte por <:onstantes
positivas. Por <si Teor<smna 3.1.3, osxiste immm o. > r<¡ ta.l qmme y es (le clase 7V~ 5(>bros mmmi immtervalo
al>íosrto olíme y:omitieíoe a [a, +oc) . Supomígamíros que tenmeníros umma fmmmmción 9” 0 : R —Y E tal
loS O = O sobns (—oc, a], O crecos cíe O a 1 sobre [a, a + 1] y O = 1 sobre [a + 1, +oc)
D<sfimiammmos la fm.mnm<:iórr ¡Í¡ : fi fi <.sonno
pi (r) = O(r)p(r) + (1 — O(r))p.(a + 1).
Observamos (limos p.~ oss dos <.:iasos D~ y satisface Mm = ¡1 sobros [rr¡ , +oc) . Conísideranmos
rsmmt.onces e (sí:) = %í. ¡ (¡¡st]] 2) para st E Al. Pr>r construcción, la fuirción es positiva, 7VL y
satisfarsos cl m/ s<bros Al’.
IDe <ssta formíra, para a<:abar mmmmestra (iermmostraeiomm, basta rsmmcontrar níra fimmm<:iómm O : fi
<.:r>mi las propiosoiadrss eimunmciaolas arriba. Posro la. funciómm 7V”
sí: <OOe(st) = —t)”dt O 3 st cl 1{ 130~0 _sr > 1
(í>ara <siosrta <:ommstammte K) verifica las condiciones anteriores (obsérvese <lime la. integral
d<s un poliniommiio es algo> nuosramosmíte formual) - Basta to>mar entonmees O(st) =
0c (st — o.).
E
Nótossrs (limos osí J=osnma 3.3.2 tamrrbiémm sos verifica si suponremnos únmíeamnsnte gime existe
mmmm <‘lifosommmorfismmmr D~ emmtre Al y urra smnbvariedad cerrada (le algúnm fi””. Más adoslante
1 ¡mostrarosmimos (limos dos lmosclmo esto es ciertr> para toda subvariedaol defimmible.
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Lema 3.3.3 El teorern.a del en.torn.o tubular definible Y. 8.1 se’¿sin~.rificu si Al es cn.’’r-rada en
1?”’, o si Al es 7V~ difeonr¿orfa a una ‘¿siaríedad ceriada en aíq’¿tn fi”” (por eje’rn.pín). sí A/Ji <s.s .4.
una celda dns ‘<rna V~ n/osdos).
.4
Derr¿.n¡strao:íón. Qimerosmrros osvitar las (i<)s sigimiemítes sitmrar:ionioss “mímalas’
.4
1. o/si mio es mmmi o’iifrsomrmorfismmmo) lrosal er (se. ‘u).
.4
2. vsxístemm (sí:. ‘¿si) os (y, um) tales rímios n/(si:, y) = o~(y, u¡si). e,
Sosa Z el sirbo:omjunitr <los los (sí:, ‘u) emí NM t.alrss qí.¡e
ouí(x.,,) oh T(1,,,) (NAl) —Y 1?”’
u,
nmo <55 ¡iii isonrmrrfisnmo. El comijímmmto Z oss oleflumible, cerrarlo <srm NA4 y o’iisj ¡nmmt<m o’lrs la sosa :mói¡
o:osro) Al x jO - Para si: ci Al. sosa ‘¿¡si (si:) vsi mmííniiío de 1, oiist ((si:, O), Z) y <sí ímmfimmio nios los .4
‘e E fi t.aloss quíos e’
.4
](y.’¿v) eNAl,y~sx:, Ev EN~.A4’ ]]‘w]] =]]‘¿‘I¡ =‘¡‘osy+’¿~’=sis—l—’¿si. u,
e,
La fummr:iómm ‘¿¡si : Al —Y E es definiblos. e,
Afirmnanmros rímme esta fuíícióír está lorsalnmmeníte ao:otaria por <‘lebajo por o:o>mmstairtes ~>osi—
tivas. Trmemnos sí: E Al. El teoremmma (le la fmnmrciómí immversa imnmíilio’:a qmíos osxiste umm e,, > O
Ial qmmo’s la restrio:rsiómm ríe rl a la inmtosrsoscr.-ióm’¡ olos NA4’ v:oti la bola abiosrt’.a ./3 ((se, O), e,) ci 1W”’
es ¡mmi oiiféonmmrrfismmmo sobros ¡nr emmtormío ríos s» <smi 1?””. Vosamnmrs o~p mos ‘¿¡si =e, /4 somos la mmm—
tosrssn:r:ir$ní dos Al O oím la 1> ol rbiosrta 13 (si:. e1 /4) ci fi”’. Podosmnr)s, por smipmiossto, tommmar
<‘5, /4 <3 1. Coiuio 13 ( ( í O), u,.) es niisjmmímto comí Z, teneimios olmie e.,. /4 =<iist. ((y, O), Z) para
o:a(ia y E Al’ cl 13(¡ n /4) Smrpommgammmos almora olimos existemí (y, y) y (z, ‘¿¡si) cír NAl tales rímie
y E B(sr, (t~/’l) ]] ¡¡si]] <. ¡¡v¡¡ < n /4 05 y + ‘¿si = z + nr Emmto¿mcvss (y, ‘¿si) y (z, ni) posrtosmíoso:osmí
ammibos a .1? ((sí: O) <‘a ) y 1k gam¡uos a umma comitradicciómí o.:omí osí Irecimo ole <¡míos n/ sosa. ímíyoso:tíva.
rosstrímmgida a la minh iseo o momm <lo osta brúa comí NM. Pour tammto liemos riosimiostrario mmmmestra
af’irmrmao:momm. e’
Podemimos aplio:ar el. Lemna 3.3.2 a la funmciómr Vsi. Obtemmosmmíos do. <sta fon mita mmmma. fm.mmmo:ío’mmr
cíe clase ‘D~ positiva os : Al E tal qímos, la aplír:ao:iónm ó restrimmgi(la al siibo:onjmmnito abi<srto
definmible
U = {(sr,’e) E NAI’ : ]]‘¿j¡ <3 oz(si:)}
oss nír vlifisomírorfismmio lrosal imíyosrstivo. Se tiosnos entoimces quos <‘¡si] u rss mmmi difosonmiorfismnmo sobros
iiYii’Ómmttñ/miÓ abierto detuimible 9 ole Al’ <sim fi”‘ -
u,
Proposición 3.3.4 Sea Al una subvariedad V~ dc E”’ Dv </ifeo’rno’rfa a ‘¿¡n.a s’ub’¿sia’riosdan/
<sen-mar/a <le alqán. fi””’. Entonces Al tiene una ecuación de osíníss 7V<’— “‘r¿.o’r¿.c.qati’¿a en <sí
complementario <‘le Fm-(JVI) = Al’ \ Al - Esto síyn.ifica q’¿¿e esi:iste ‘una [¿¿‘r¿.cióndos cíasns D’
n.o neqatíuía j : U”’ \ Fr(AI) —Y fi tal que Al = f—i (O); además, pode’¡’roos eleqír ¡ <3 1.
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Demostr-aosión. Por el Lemnia 3.33, podemos elegir un osntorimr> tubular definible Si de Al’
ríe ravlio digamos e..- Al —Y (O, +oc). Obsérvosse (lue la función cuadrado de la distancia
¡si : 9 “—Y [O.+oc) es imna ecuacloir ‘pP””í mro negativa de Al enr 9. Vannos a extender ossta
oso:m.mación a 1?”” \ Fr(M) irtilizanolo unma fuimelón igual a la utiliza(la en la demostración oid
Lemna {3.2. Es oleen. tomnenmos una fmmnmeiómm y’>”” r O : 1? —Y [0, 1] que sea O soil>re (—oc, 0], 1
sobre [1, +oc) y que r:rrszr’:a de O a 1 sobns [0,1]. Por el Lema 3.3.2, elegimos una función
it <~ : 9 —Y fi opios verifio:a 0 <3 6 =numí{ o ir.dist(-, fi” \ =fl}.Para st ci ~“ \ Fr(Al), sea
f(x) = { ~p2t>(st)/&(st)) ffierade {st ci 9 : p(st) <ó2(~j}
La función f s U” \ Fr(Al) —Y fi es mío negativa, definible, y J~ (O) = Al’. Para ver que
[ oss olos o:lasos 7V””” basta vrsr que el comjunto A {st E 9 : p(si) <3 1<52 (sc) } es cosrrado
<sim E”’ \ Fr(Al). Sosa st ci A. Tomnemnos mmna curva olefinible crímmtinua ‘y : [0, 1) —Y E” que
verifique ‘-4(0,1)) ci =4,y(O) = ir:. Si sí: ci 9, se tierme que p(st) =~n52(ir:)(por la coirtinmuidad
(le las apli<:ao:i<mmmes) y entomrces st E A. Supongamos que st ci fi”’ \ 9. Entonces, para
tono> 1 E (0,1), <listQ-y(t) , ir (‘¡(1) >2 pQy(1)) <3 1 <~2 (sí:) = ~dist(y(1), fi!’ \ 9)~, comm lo
o~’mos olistk (1), u (—y(t) ) ) —Y O cmmammdo 1 —* O. Comno dxst (u (‘41)) ,st) =dist (‘y(t) , -mr (‘y(t) ) ) +
oiist (‘¡(1) sí:), esto> imuplica que dist (mr (‘41)), sí:) —+ O cmma.imdo 1 —* O, luego st ci Fr(M) - Pow
tanto =4es r:o’srra.r.lo en fi” \ Fr(M). ci
Teorema 3.3.5 Sosa F un s-¡rhsonjunto definible cerrado de E’!í. Para cada entero positivo
le. nss~:ístc una función <‘le finible, continua, no rieqatíísia, j : fi” —Y fi tnml que ¡~i(O) E y
la ‘restricción n/e f a U” \ E es de rsíuse pL -
.Derností-ación. Procedemos por inohicción sobre la <limnensión ole E. Si E es vacio, basta
o:om¡. tomimar para f emmakímmier funo.:iómm commstammte pr>sitiva. Sea emmtomxces n/ = rUin E =O y
s¡mpomigamnro>s vIne eh tosr>rema se verifica para tono subconjunto dosfinmiblos eosrrado> <le fi” <lis
o’linmemmsión <3 r/. To¡nemnos una
7Vv< (lo(lo: ole E” a(laptada a E. Sea 7V el co>njmmnto finmito>
<los las o:osldas ríe olimemísión d eo>mmtosnidas ení E. Por la Proprsir:ión 3.3.4, osada celda Ci ci 7V
tiosímos ¡mía ecuar’:ir$rm 7Vv no negativa go”; cmi fi”’ \ Ft(C). Sea Z la ¡mniómí de to(ias las celdas
o tos olimimeirsión <3 n/ o:rmíteuidas <smi E y bolas las Fr(C) , para Ci E 7V. El o:v¡mm’jumímto Z es
rlefimmible y :osrraolo en Ji”’. El producto dos todas las fímírejoires ¡c para Ci E 9 nlefine
nima función q : U = U”’ \ Z —Y fi. La funo:ión y es de rilase D~ y es una ecuao:ión no
mwgativa ole E A ti <su U. Es más, podemos tomar tonTas las gc acotadas p<w 1 y por
t’.ammtr> tosnosmuos opmos q cl 1. Por la hipótesis (le imidímeción, tenenmos una función oletinible
o:ommtiímua mmr> iregativa. Ji. fi” “—Y 1? tal que fi””’
1’ (O) = Z y la restricción de fi a U oss ole
<:lase pl: - El produnto f = qh está bien definido y ¿~ en U. Este producto puede
sosr o’sxtosmrdivloí dos formmra commtimíua a E’> tommmando .[ = O so>bre Z. El o:onj ¡nmto de o:eros ojos
es osmmtouio:es Z U (E cl U) = .1’. La funrciómm f satisfacos las propiedades <leí tosorrsmnma.
u
Corolario 3.3.6 Sea Al’ un.a subva’r-íedad P~ de fi0 - Entonce=sexiste unoa subvariedad pL
N <le fl’Ñ” ¡ - cercada crí. E’””’, tal que Ini proyección, ir : E””1” ¿ LI” sobre las primeras ‘u
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coordenadas ínn/’¿;ce ‘¿tít difeomo’r-fismo de N o. Al - Por tanto, toda. s’rrb’ua’r-iedarL D~ dos U.”
es P’~ n/ifeorr¿.orfa a ‘una subvariedad cerrada n/e ~‘>1” ¾ y el Lema. 82.2 y la Proposznszon
1<2.4 se ver4ica.n par-u todom subuariedad definible V -
.4
Demostracíó’n. Sosa Al’ un símbvarieolaol pL ole flfl - Coumo Al’ es lor.:aínmiemito.s oserraola, Fr(AI) =
Al’ \ Al’ vss o:en-a.vlo osmí .1?”” - Por osí Tosoremmra 3.3.0 existo )nma fmmnosiómm o’lebmul.)los crnmtimmua mío
míosgat iva f : fi” -Y I.tal rímios .f “‘ (O) — Fi (Al) y ¡ o <lo o 1 se it st) bros fi”’ \ Fe (A.!) -
Coxisi(itsi<siii~.~s e,
2V = {¿sr,t) ci fi’~tt í E Al y ipx) i~
Emmtomm<:es .N es mmna smmbvariedari 7fl><, cerrarla <mí fi” + y U mplio:ao.siómi si.: ‘—+ (sí:, 1 /f (si:)) oss
mm olifeomnorfisumo V~ dos Al a N, que es el muvorso ole ir ci
El corolario> ammterior, junto comm el Leuma 3.3.3, y:onmplostamm la olenmostraciómm (losí Teox-emma
dosí Emítormio ‘Dli Deñnmible3. 3.1.
.4
Para finmalizar, emiimno:iammmos unía propiedarí adiciomíal <linos mmecesitam-emuos y cuya. demmmr>s— .4.
trar:ióíí es la nmísmmma (1<4 casní estamíriar.
.4
Proposición 3.3.7 Sosa Al ci fi’” una ‘variedad P’i y sea (=2,vr, p) ‘un en. lot-ansi t’¿tb’o.ío.i
- Esr:iste ‘¿¿‘ría función nhs finible g: A~I U cont~n’ua y estrínsla’rne’rítns posítms-va tal n
1”uos
la res tr;ns,i:íon,
e”ir1 : =27’= {sí: cE =2..p(s») =¿s(’hm”(sc)) —Y Al
n>s pí<i iW. —
.4
e’3.4 Particiones de la unidad
u,
En esta sosersmón olosimmosistra.minos la rsxistosimcia <le partir:iomíoss <‘los la mmmimdao.i olos rslase IVÁ Fmi el
Ai>oiuolio:e C rirsí trabajo> ojos vamí demm Dries y Miller [9] sos o:r>mmstrímyemm fimucin>iies DL fi : fi U.
míe srnm bmyeo:tivas y sr>mm 7Vv —planas emm O. Utilizando estas fímníosiommoss rtt;iosmío=nm imima o:íert;r
drssiguaidad dos Lojasioswicz gemmeralizao’ía ([9 TI’í CO]):
Teorema 3.4.1 Sean. j, q : fi” —Y E fu’r¿ciones definibles continuas, de clase pP <‘a fi” \
(O), con fi”” (O) ci y””” (O). En/onces esi:i.sten ‘un.a biye¿:osíón of : /3. —Y E de clase ‘D~ y
pi: —plan a en ~, y una [otnnsinín/¿: /1<’’ -4 LI n/<s ns/aso: pi: q”¿,.e’verifieu’n nf o y = ¡cf -
.4=
A partir olos osste m-ossmmltarlosí, y mítilizaimolr> <si ‘J’osoremmía 3.3.5, podemmios o’losimio)strar la osx.¡s—
tencía de particiones de la unidad de clase V~ -
Teorema 3.4.2 (Particiones de la Unidad) Sea Al ci It” una ‘vor’¿-íe.dord V~. Sean e’
- - . t.i, s’ubcnn¿¡untos definibles de Al tales que Al = ~ ti;. E’níonnses esi:í~.en. f’ur¿.nsínsi”
nes . . . , fi, : Al —Y [0, 1] n/e cío.s e P~ taíe.s que snp (J’;) ci U; por-a con/u í = ls e’-
y 3’..— [¡(si:) = 1 para todo sr E Al - (Recordamos que el sopn>rt<s de .5, sop(.f.;) , es la e”
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Demostrao:ión. Comnmo toola variosdad 7V” es V~ olifeomorfa a unma varicolad ‘pL cerrarla
(Corolario 3.3.6) pr’)dosnnros suponosr (time Al es cerrada emm U”. Por [8, Lemuníra 3.6], o.sxístenm
sul>r:oimijmmmmto>s defimmiblos abiertos Vj , . . . , 14 cíe Al’ tales que 14 ci ti; para todo) i = 1 , s y
Al = U 14. Tosmmeimios <‘lime, para todo i, Al \ 14 oss mmn cerrado (le fi” por lo olíme, aí>licammdo osí
t~<>ro~>mma 3.3.5, existe ¡ma funo:iómm olefinibios no negativa y; : fi”’ ~ fi tal que ¼“~jO) = Al’\ 14
y q; <55 ríos <:lase ‘D~ so’)i>re fi” \ (M \ ¾). Aplio:ammdo el Teoremmma 3.4.1 a>mm f = 1, i>ovlemmmos
tomimar inima biyoso:cio5im n[¡ : E —Y Ji? dos clase 7V” ~ Vk~l>lamma osmí O tal oíue r/’; o y, <.ss -
Por taímtrí. s¡mstituyemido ~J;p<>r (¡si; 0 9;, portemos supomier qíme 9; es de clase it. Eimtommees
sop(q;) Ci ti; jni-a to’>do i. Tomamuir> osntonmces, para cada i,
1;— -~
Ek f’

























































Un teorema de aproximación para
estructuras 0-minimales
En este capítimio riosnrostranmmos umm teoremna de aproximación de aplicaciones definibles enr
ímnma osstrmictmmra r»nmmmmimnmal por aplicaciones definibles de mmmia clase de diferenciabilidad umás
a~l t.a.
En (:omm(:reto, cIadas ríos variedades 7V” X ci fi” e Y ci E”‘, toda aplicacióir ríe r:lase
pL ““‘ : X —Y Y túsmie mira aproxinnaciómm V~ f X —* Y. Emm la seceiómm primmmera inrtroolm.mci—
mnos las drsfinio:iorres míecesarías í>ara hacer rigmmroso <sí osr>ncospto cíe aproximación, y ení las
sigmíiemmtes olesgramíaimnos en pasos intermnr’sdirs la dosmostrarsión del muemícionado teoremmía de
rprrximnao:iómm. Emm tillO (le eSOS pasos obtenemmmos la rsxistosncia dos osntornos tubmmlares mmcli—
mraolos. Commo:lmmiimios el caí>ítmmlo comm mmn teorema (le elimninao:ión de ossquinas emm variedades
losfimíi1> loss.
4.1 Espacios de aplicaciones definibles
Se;r 8 = (8,,) ,.,~, ¡míma estructmrra o—mmmmmmmínmal ojmme exparrole el o:mmerpo real cerraolo fi. Seamm
X o’ Y smmbv¿rrierlaries ole clase pr err fi”’ y E”‘ respectivarnemmte. Sea It <3 ‘í. Demmrtammmos
‘D~(X, Y) el crmmj ¡tímír> <‘los las aplio:ao:iones (le clase V~ A —Y Y - Escribirosmuos simnplemmíemmtos
7Vv (X. Y) timando lío> imalla o:rmmfmmsiómm resí>ecto a 8, y pP (A) cmmammdo Y = ‘U.
Vamnrs a dosfimmir ¡ma tr>pr>lrgía sr>bros V~’ (X, Y). Commsideramnmos emm primno’r lmmgar el r:aso>
Y = U, <‘sto es, vamnr>s a definmir una to~>ología sr>bre V~ (X) . Coirsiderarnos ímmma famnmilia
finita Ví . lj} dos r:ampr>s de vosrstores riefinibles p’>”m sobre A qímos genemarr el espacio
tamrgemrte a X emí o:aola pmmmrto ole X, esto) e.s,
(V¡ (sc),..., 1i(s»)> = T~X í>ara cada st E A.
Para osa(ia fmímmcióií conmtimmmma definmible y positiva e sobre X, sea
ti,. = yE D”(X) : ¡VB- 14y¡ <3 e para 1 =~m, - . ,4 =p,j =14.
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Eligiendo { y + t4 }~. como una base de entornes (le 7Vv (A) <~ ~. <‘losfininios muía topolr>gia
sotros pL(A)
La topología sobros ‘p” (A, E”‘’) se dosfimie ojos forímia simmmilar. Para unía variosolad Y ci fi””’
genmosral, basta ver mmnma aplicao:iónm olehnmible dos o:lase Ci~ E pL (A, Y) o:ommmo mnmma a[.)lio~%rO:ioii
A fi”’. Des ossta fornmra, 7V~ (A, Y) oss immm subco>mmj mrmmtr> de P< (A. 1?””) . Así, basta asigímar
a ‘p~ (A. Y) la topología toslativa.




(1) Siemp’r-os podemos <síeqir un. conjunto finito { V¡ , . . . , V’, } do: carrcpns de ‘¿siectnres sobrn: A e,
nj’ue’verifiosa’n la condínsió’o. anter’ío’r-.
Para vosr est> mmer:ossitamíros en primmíer lugar mmmi lenma <lime mmos sosrá (los ut.ílivlavi imiás arle— u,
lamítos.
st
Lerna 4.1.1 Sea 1V ‘una, s’ub’va’r-iedad P
T n/e JI”’, definir/a sobre ‘una est’r’uct’arnz n>-’ri’oin;n¿aí
(fi, 8). Entonces prmn/osmos encon.tz-u’r- ‘¿¿<‘o rec’¿íbri mmcicuto fhcitn dos 1V pnsir sm¿bcnrnc juntos o/cfi—
nibíe.s abíerlns que sn»r¿ pr o/ifen.’’rríorfnrs- al e.spansin¿ <of/ti.
.4
.Demostració’n¿.. Conmio> 1V es unía símbvarirsdad (lefimiil>le pr dos 1?<’~, peolosnímos osso:ribir 1V’
o.somrmo inmia mímímómí fmi tu N’, U . . . U Np <‘los s¡mb co>njumitos al)iosrto’)s talrss oím.mos para osa’la. la.
í.)royoso:osionm ir.; ,...,¿: fi’’ E” : (s» ¡. , ‘¡:~ ) -‘—* (sr:; ~,.., sí:;,) immolímosos ¡mmm o’iifosrmmmoríismíío’
7V” ¡Y; —Y 14’, o.iommdos 14 es mmmi subcommjimmmto abiosrtr ole fi4 (basta repetir osí argmnmmieirto. <píos
aí>arece emm (2, Cor. 9.3.10] para el caso semmii—algebraio:o.). Pv>r t;ammto, osxistos mríma aí.>licacmoii
pr n¡si; 14 ci fi’ —‘> R””””’~ tal que N; = g¡’af(q%). De esta fr>rnia basta <~iosmmmostrar mmmmosstro
rossm.mttado para ¡mmm smIl) osonj íímmto dosfimmi blvs abier tv> 1V ci
Crumsio~lisreimios mmnma viescomnposiciómm <smi ososírlas prl” ¡ <los E” adaí>taola a N vie formima <limos
osada. r:elda (.7 sosa ‘p~ olifeommiorfa a E<t~ di (‘1’eoremrma 3.2.1) - Tomímosímios mmmra o’:oslola Ci y
suponígamnmos opios dimní Ci <3 ni. Sosa T mmmm osm’,to>rmmo tul>mmlar pr ríos Ci <sim fi” y u : T —Y Ci umm:t.
rrstracciómm Ph Podemmío>s sul>o)nosr qmmos 1’ ci 1V. e’
Drs la olenmiostraciómí (le la Proposiosionm 1.2.4 ol>temmemrios mío sólo.m ojuos cuota coslola Ci <los unía
dedo: ole 1?” oss ‘p”± difeommrorfa a fi’tm’’’’ <~ sumo, aoi(siuás, que
1.>o>oiemmros snmj>omíosr <lime <sí
difosommíorfismmío oso>nsideraoio es vle hmososlio> la rosstricciómm ole mmmi difeontiorfismimo pr+ i. ¡<~ -4
míe mímamiola Ci a i.imm siml>esí>ao’:ir> liirosal. Esto.) 00>5 í>ernmmitús ver fár:ilmrmemmtos rímnos osí fibruolo nmr>rnmmal
a Ci oss ‘pr trivial, e’
.4
Sosa T<’ mmmi emmtormmo> timbímíar dos Ci. Por lo ammterior, T~ <=~ pr oiifeo>mmro,rfo al o’:onj ímmrto
e
U’ = { (sí:, ~j) E ~ (U X ~ : ]~ y ¡¡ <3 ¿(sc:) 1 e’
e
r>ara o:irsrta fmiirciómi ‘pr I>r.)sitiva ¿ : LI’’ < —Y fi. Posro. ínra (sí: ..‘q) E VV. la aíúicao:ióní
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es ¡mmm difeomnorfisnmio pr de VV sobre fi<¡irn (si x fid—n]ins ~ — fi4 Por tanto, [J”~’:es 7V”
rl ifeomnio)rfo) a fi’1. E
De esta tormna l’)oviemmmos es<:ribir X ULm tít, oloníde para cada 5 es un subeonjinmíto
al.)ierto> níre. A qmme ~ pr riifeo>rnorfo a fi4, donde n/ = <‘hm A. Así, para cada t, es oslaro
<limos l>r)(lemmmr>s r’:omrstrmmir mmn conmjmmmmtr de canrmpos de vectores de clasos pr—í {Vm<, - . .
olosflímiolos sobros U<, rím.mr.s verificamm la <.:ommdiciómm ammterior. Commsideremrmos ahora { 04 om
ímmma lmrticiómm ole la minmidad de clase pr— í sr>bre A suborohinada a { t~ }r— r ____ . Emmtono:rss
s
MI
es ¡mmm osommjumito <los osampos de voso:tores globales (le clase ‘p’ 1 <imios generan el espacio
tangentos orn <savia pmmmmto ole X
El segímnído Imososímo <me rlebosmnos conmmpro>bar es el siguiente:
(2) La topnsíoqia no depende de la elección nie {% .lj}
Fijaimios mmnm r:ommmjmimmto { Vr . lj } ole o:amnpos de vectores ríe clase ‘pL 1 tales oííme
(V¡ (Sr), . . . ,l$, (sí:)> = tX í>ara caola st E X. Emm prinmer Imígar, co>nsiderenmr>s umm o’:ammipo




Para mmmma n/—mmpla (i ¡ . . . ~j) comr 1 =ir <3 <3 íd p, dosfininmos
= {sr ci X T~X = (14’4s»),. . . ,Vjst)>1.
Es claro oímmos los tií;i ;¿) somr abi<srtos olefinibles y X = U ~ u)’ Conmsioleremnro>s la
o:oloso:c¡óni U< 1 Orí...,’¡” ole los ti
0 <..~) mio vacíos. Así, para cavia 1 = 1, . . . ,
tít = s» EX :T~X = <Vn, (st),...,¾1(st»}.
Dr: ossta formíma. para osada campo de vectores olefimmible VV, y osaola 1 = 1 . T, existen
tfmmnmo:iones deflumibles o. , o.,1 E r” ¡ (Un) taloss que
a
w=2n4’v’-¼
so>bre U,. Consioleremr>s umra partición de la unidad {0<} de clase P”’ sí.mbordimmada a
De ossta forinma trsnenmios (limos 0¿.a ~ pL— m (A) para cada t y cavia ~ y, para sí: E A
¡ ,1 E
ZZ0n(st)a.~(s¡:)Vci(st) = ZOdr)W(í) = W(st).
r= m
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Amites de vrsr olimos mmuestra olefinmiciómí mío viepe¡iolos del <.:oiíjmmimto V = 14 ,..,V, } , <‘lOS—
t>erosinmos osscribir £11> <‘mi vosz ojos ti,... Sosmr W = ‘[ VV1 . . . , VV,, otro> vsolij mmimtr ríos o:ammml)os <le
vectores ole <síase ‘pL— 1 tales <lime
.4
<VV¡ (sí), , VV,, (st)> = tX u,.
para cada st E A. Comm este rmuevo comijunto í>odosmr>s riosflírir <itra topología so.)i)ros pL (A) —‘
mnmeoliamíte el c<>rresí>onmdienite U,tm




VV, = >3 a;
1V}
para ciertas fumíciones a.;j E p -“ (A). pmn a o:arla í = 1, y. Así, para caola =jE P~ (A)




W.W;y = >1 a~1V)(VV,y) = >3 av1Vsi(>3 a;<’Vtq)
¿mt Pm ¡
1’ 0
= N >3 rcpj(V~ (o.,,)Vn(r,¡) + auV;14.(q)), .4
1 (mi





olr>mmolos la.s 44¡~~[ soim fumiciomi<ss o”losfimiit>loss biemsi olrstosrnmiimmada.s.
Dos rssta fo>rmrra, j>or las relacionoss amiteriores, 055 Oslaro’) r’lm.re ¡>ara o’:arla a l><.)oiosmmir>s osit<.:<.)mitrar e
<los fornima opros e’
~ tíg’ -
Commrosi 1>odemm>r.>s reí>ostir osí inmismmmo razommanmmiemmto> esosribiosmmriosi l.o~s 14 Y osmí fmuío.siómm ríos los TV¡ ‘s,
o)l>tosmm(smmmn)s <lime anmíl>as topv>lr>gías somm la mmrismmra.
Llammmarosnmros a <ssta to)p<)lo)gia la to¡siolonfra pL -
.4
Proposición 4.1.2 Sea A ci E’’ unom s’ubmsiarienlad p~ e Y ci X mona s’ub’¿;ariedao/ pr e,
o:osrra(la. En t<>’<’íco~.s la aysilicansinsi’no <‘es trzccmnsi’rc
res : ‘p~(X) —Y P’(Y)
7’ e--Y f~y
es cnsi’rctí’rc’¿si.nsi. paca la tnsi~sioíoq’¿a P~
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De’rrt.nsist’r-ación. Emr prim’mrer lugar, constrmmirnos una determimíada familia { Vt . . . , 19 ole
r:amírj.>r>s <le vr.sctor-es pr— ¡ sobre A que gemmeranr el espacio tanigenmte a X cmi cada punto de
St
Por el Lema 4.1.1, podemos esr:ribir A = U~1 U1, dundos para osada 1, U1 es un subeon—
jmmmít.o ab;rsrto nos A (lime (55 ‘pr oiifev>mmmorf(> a E
4, doirde n/ = dim A. Tal vez rerluciendo lr’>s
U,, p<¡oiosr’nos toníar eh ammterior recubrimicírto dos formmía que cada abierto sosa el donm’nimxio dos
¡inca o:arta pr - Para <sada U<’. podenmos construir un conjunto ~ ... , V,J (le (Smnpr>5 drs
veo:toross ojos <síasos ‘D’” , definidos sobre U
0, que generan el espacío tarmgemíte en <savIa punto
ole (4. Arlenmás, al ser Y muma simbv~u-iedad, podemos tomar estos ca.nnpos (le veostores de
formmra oírle, si Uo MI’ # 0, vsi conjunto {V7, . . . , V¿1,~> ~‘} genera el espacio tamígeute a Y para
o:arla pumoto dm U, cl Y.
Coímsirlerosmnv>s ahora {0~}~ ,.~, umma partición ole la imnidad ole clase pr± sobre X
sui>oroii.mmaola a { Uj 1/mi ,. Emmtomícoss
.5
V = U{00Vt.. ,0<’i¡j} = {Vr,... ,14~}
es ¡mmm rsonjuntn> de campos de vesto>res globales de clase pr —t que genosran el espacio
tangosute erm caola í>mmnto de A y, reorolenánololos, podenrosis suponer que los jsi i>rimneros,
n =q, gosneran <si osspao:ir tangemmte a Y en cada punto tíos Y.
Tomrmosmmmos O ci ‘p’ (Y). Umí emítorno ríos O es
U. = {y E P’(Y) : ~14, 14.q~ cl e para 1 = i1 í5 =p,j =r}
ímra o:ierta fímución definible cr>utinua E : Y E.
Tosímenmos emmtomu:es quos
res”””m (Lii) = ~ E ‘p~(X) : q¡y E U,.}
= LE P’}X) :14,- ¾.1y~I~ ¿ para 1 Su,... ~ti Sitj <3 r}.
V<samrmos qome res í ((4) es ¿nr entoríro <le O ci pr (X). Consideremmmos imna fumíción v:ontimmua
olosiumiblos po>sitiva ¿ : A —Y E ta.l que éjy = ¿. (Veremnos mmmás adelante qmme una tal É’ siemúpre
se puede o’:omstruir.) Entonces
ti< = -(y E P~X) : ]14, - t/;yj <3 ¿para 1 5ií,..., ¾5 q,1 514
<55 un emmtorno (le (1 ci ‘pr (X) y U;” ci res”’” (U) -
Veammmo>s fimmalmnenmte cómno commstruir cl Sea T umí entorno tubular drsfinible abierto <le Y
en A, comí rrstran:ción ir Y —Y Y de <lasos pr— r Sea {0, 1 — O ¡ilma partir:iónm de la unidad
pr— de A símborolinada al reculírinmiento {T, A \ Y}. Entonces
= 0(¿ oir) + (1 —0): A ~* E
es ¡.mmra f¡mmmo:iómm olosfiíril>le commtimmua positiva, y ¿(y) = c(y) para todo y E Y.
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Si Y no es cerrada obtenemos la continuidad dom
u
ros: 77(U) —477(Y)
en un entorno abierto definible U de Y en X (de botito podemos tornar U = X \ fl(Y)). o,
e
Una propiedad importante de esta topología, y que merece la poma resaltar, es que los
difeomorjismos ph forman un abierto de T$(X,Y) para la topoloyt~¡ pk~ Para ver esto,
basta repetir el argumento do, [17, Lemrna 11.1.7]. Sc tiene adomk ([17, Lemnia 11.1.8])
que también las inmersiones olifeomórficas Vt forman un abierto.
Sr
e’
En las siguientes secciones enunciaremos diferentes versiones <leí teorema de aproxi-
mación y veremos las demostraciones dc los distintos casos.
e
e
4.2 Aproximación de funciones de una variable
Sr
Empezamos por discutir el siguiente caso particular.
Teorema 4.2.1 Sea f : R —+ R una función P’ Supon9amos que f(R\(oJ es pr+¡ Dudo
una función definible continua 6 .R —* .1?, 6 > O, ezt~te una función 2Y1í 1: .R —* It ial
que la difewncia entre las deriiíradas ¡(f — f)(a)(z)¡ <6(x) para todo x E It j
1r para todo
a=O r Es decú; f aproxirna a f en la topologú pr
e
Demostración. Queremos aproximar f (Junto con sus derivadas) por una función pr+¡ *
Para ello vamos a utilizar la fórmula de Taylor: Sr
Sr
1 1f(z) = f(O) + f’(O)x + ... + f(r—l)(o)tr~] + ~f(r)(~)x¿ o,(r—l)! -
= fQ)) -s-~. + 1 1 (sr)rc — ;(r)(oj\ ~r
~ , • o,r + , k’ 1
para cierta ¿ E [O,z]. 1)e esta forma, si definirnos e’
e’
6(x) = f(O> +-“ + ‘f<r)(o)xr
r. e’
y




‘iR>4.2. APROXIMACION DE FUNCIONES DE UNA VARIABLE
para osierto> ~ E [O.sí:] - Pero> cr>mno Q (sí’, E) f (st) — 0(si:) , de líecimo mio olepende de ~. comr lo
r’pios poolosn’ros es<:m-ibir
f(sr) = 0(x) + Qe:)
para cierta funciómí (2 <los clase pr que es de clase
7V’A” 1 fuera del (3 y que verifica (Yk) (O) = (3
para It = O,. ,‘r.
Comísivícrenmos una fummciómi y : E —Y E de clase ‘pr±Ítal oíue y 1 en umm entorno ríe
tI y ~‘ ti fuera del intervalo [—1,1]. Esta última condición
r~u<s í’/”isr) <3 ( para todo st E E y It O, - . - ,
D avio> e > O. definimos
k:fl-YR
Esta fiomiciómí vosrifica qmíxs ~ (sí:) <3 k íara todo st ci E y A: =
(‘~v>nsideremmios
mmplica que existe O > ti tal
f(st) = 0(x) + (1 — A,(st))Q(st).
La. f¡mníciómm f coirrcide cv>mm f fuera de [—e,e], es de clase ‘pr”<3 limera de
o:o)imicirirs o:r>mm (2 cmi umm entowno (le {O}. Por tanto, 7’ es de clase pr+’¡ {O} (al serIo Q) y
Evioiosmiteniosmmte ~fes m.mmía aproximmmación de 1 fuera de [—e, e], por lo que únmicanmmemíte hay
opios rlo’smm)ostrar qímos j aproximna 7’ en [—e,e]. En prinmer lugar tenemnos quo.s Q(k) (O) ~>para
(<molo.> A: = O, ...,‘í- - Crmosideramos ahora Al’, = mmiax,.¿v, ,<~ Q(”> (st) y afirmuamnos vílme
Q(”)(j)¡ 5
para st ci [—e,e] y A: = O, - En efecto, podernos demostrar esta alirmación por in—
rl¡mcr’:iómí immvosrsa. Para A: = r, (2(r) (st) <3 ~Ojij por definiciórm. Tommmennmos ahora ¡mmm It tal
<v~<~ t~ <3 A: cl it Entoncrss, Q(”) (st)~ = (2(k) (st) — Q~”>(Ofl — Q(”~t)(c)kst — O~ para ciertoe ci (O, st), y pr>r bii>ótesis de indmmcciómí resimíta <3 J~k~~íAl,.e = ¿.-“kAl<.
Así sos r>btiene qire
f(st) — J(sr)~ = Á, (st)}~Q(st)~ <3 ¿Mc para st & [—“e,e],
ix’ ímra 0 <3 A: 5 y
(1”-— .ñ~”~(sr)! = fi (:)~
Dos esta fornía tenmeinos qmme jA$’~ (sv)fl{k””I) (sí:) 5 =iJe~k+Í.M,= CAl<e ‘—y. Posro cr>míío>
Al, —* O cuamrdo e —Y O, temrosmmros qíme la diferencia (f — ) (“) se i>uede hacer tamm peoluosfia
o:o>mnir> vlnosrammir)s <Su o
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4.3 Aproximación de funciones de varias variables, 1
Antes de emmun¡cran el comenta pn inc ipal de <‘st cm soy-e mómr, h’jenmros mmmoa. rsio-sit;í. ¡rotao:iomí - Es—
o’:ribireimíos (si:, y) e fi””’ “~“““ para rsl í>mmmtn> (si: ...,sr.,~, , y ¡ , - . - , :u,~) ci fi”’4 “‘ - Davios a =(a¡ ,..., a,,,) e Ñ’”” y b = (b¡ , ., b.,, ) ci N’’ , osscrtb ireuros nsi. = u + - - + nz.~,, b = lsi .$ . . - + l~,
-y
[±1% _ __________________________
dsr”o9’¿j” &si:<” -- ¿)st”’n o3ybi ...
u,
Teorema 4.3.1 Sca 7’ : R”” ““ E? si.na [¿micción7V’. ..Supnsinqancnsis que 7’ es de <Jase Ci’>! ¡ e’
[¿¿<srade { [1} >s 1?”’ y que 7’) < ~ Qr+ i - 5’¿¡pn>n=¡an¿osanleinnís que tas [¿¿‘nosínsi’ne.s- e’
*
E” ~ y -Y ah’4 ~ u,(Uy)osp”’ e,
snsimc de clase Cir+ 1 para cao/ni a. E fi”’, 0 5 Ju¡ <3 í-. Senm oS s fi”’4”’ —‘Y fi una j½neióndefiniblepo.síti’¿sinsi. continua. Bíctonces existe ‘¿sina función ~[ : fi”’+” —> 1? dos e/usos pr± tn¿í que
a~’~” [b
1
r)c “Uy” ~ — ~ <3 ñ
e,
ysia.s’a tosidnsi (1 <3 <si) + ~bl <3 ‘e.
Den’cost’,’n¿.eíomm. Vitihizamírir ha foirmiumía río Taylor termemímosis <pie




+ >3 a~ 9 (c~jy)sis”
para cierto 4 <sim el segnnosmíto [U,sí:] Aliom ~. si dosfimminoos
0(st,y) = f(O,y) + É4¾o,~)m~ ‘1-”~~~ + ~ 1 d.f
<si). ¿tú’ %~ q)si:”Nf 1 ¡‘1ff ¿»‘¡Q(st,z,y) = 7 kar”’~’1 Vsi:’’ ¿¡1) sí-
temmemmmos olmios í’>ara carla sre’q existe 4 ci [U,st] tal opie e’
u,
f(st, y) = 0(st, y) + &2(st, 4, y).
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(‘)bservamnos quos 9 oss mmmi polimiomnio en st ciryo>s coeficientes soir funcio>mnss o:onrtinmuas
¿fi
= — .—s—(O y)
Dr” ‘) -
Coumsidosrrsmnros <si o:on’jumrto
A = {(st, y, 4) ci fiifl x E~ x fi”’ : f(st,y) = 0(st,y) + (¿(st, E, y), E E [O.x]}.
Estos co>rmjunito oss olosfinmible y no vacío. Por tanto, por el Teorenma de Elección Dosfinmible
1.3.1, osxistos unma fumrciónm definible ~ Em ~< E” —Y fl”” tal que para cada st E E” y E E”
(sr,y,C(st,y)) ci A. Es muás, osomno 4 ci [O,st], se tiene qíme (‘(O, y) = O y (‘(st, y) —Y U címando
(st. y) —‘* (O, ya). (No$tossrs que en genosral no podemos suponer que (‘ sea continua.) De esta
tbrnmra. si definmimnos x~o (s’r, y) = ‘P,, ((‘(st, y), y), obtcmrennros que
f (sí:, y) 0(sí:, y) + >3 hxu (st, y) sí:”
mr
olonolos Io’>s >‘,, son funo:iommes definibles taloss que x« (O, y) = (3 y y~ (.2:, y) ——* O o:mandosi (st, y) —Y
(O, mp>). Almora redefimmimmios
(¿(si. y) >3 “-jxÁsv, y)st”.
Sosa rsnmtoncrss í s fi —~ fi una f¡nnrÁón definible dos clase (Yr+ i , positiva y sm4mczenternentc
peq’uos’o.a, <lime i>or.losmmros emrcoxmtrar por el Lemmma 3.3.2, y olefimraínr>s e : fi” —Y fi comun 05(y) =
e (~y{2) - Py>deímros oslegir 01m cr>nm la cosindición adicional de que las derivadas
a(“i
>3 «II — [oh)(kít2 )11oi~2a
oí=lo’./21
ossten acotadas Poir o:<>mmstammtes. Conmsidosremnos
U, = { (st,y) E E’0?1±71: IstI <3 c(’q)}.
Ponlrsmníos ríefinir
>«sc,y) y (~~j~$)
rlv¡mmolos ¡si. : fi ~4 fi. oss una función dos clase ‘p>~” ¡ tal que ji 1 emr mmmi entorímo de O y y. E O
friosra viosí iimtervalo j”— 1, 1]. Comr esto olefinimnos la lhmnr:iómm
f(st, y) = 0(st, y) + (1 — >(st, y))Q(st, y).
La fuirción 1 rss P~”’”~ fuera ole {U} s< E”’, al serlo todas las fimn<:iom’res imnplir:adas emí su
dosfinrición>. Pero, <‘mm ¡¡mm ysrmtom-mmo ole {O} x fi”’, f = 0 y por tamíto es ole clase ‘pr±1 . Así, ¡
<ss <los o:las<s ‘EJ~”>’ ¡
.4
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Corno ammtoss,
1— f= A(¿.
Co> mmipi-r>l>osmmíosis qmme / oss mmmia bmmosn¡a aproxinsiao.siómm. Coimio ./ = .1 limera vios lí, , basta osst¡md lar
lo opmos pasa. osn U,.
En prmmimer lugar teiremn(>s (lime f (sí:, y) — .f (sc,») = Á(sí:, ‘~) (2 (si:, ‘q) (¿(sí:, ‘y) - Pero
sm tosimímamnmos (sí:, :0 E U,, y comno (¿(O, y) = O, podemmmos liarser (¿(st, y) tamm peqiemio <:(>iimo>
<.j¡merammio)s, tomnianolo> e smifi<:iosmmtenmemmtos j>eqmmefio. A cr>mmtinomacióm’í, osstí.íoiiamnrsis las drsriv¿m.olas.
Utilizaimolo> ha mmotaciómm previamnemmte estabheo:ida, teimosímios que
¿j”É”i’>[ (f ¡ ) .~.., ¿j»P[+[Q[>, 4U””P[”I”[/si—q[Q
É~á Á~ q ¿)sí:Pdy’I dx”’ A’dy~’””G
dosímírlos p = (¡si1 ..,p.,,, ) q = (ql ,... op, ) y las A0,, somm r:onstaiiíoss - Es timol irsmim<’ís <sim primí iosr
[migar las riosrivavias dos A.
Aserto 1:





o¡ommole las C,,9 somí cosimmsta.imtoss.
.Den’costrac’¿ón niel Aserto .1. Es suticiemmte o’:omm í>ro>lsiamlo’ pam-;r in = 1.. E) osaso> a. = 1 oss
trivial. Si a. > 1, tosmmrsmmmos <lime
ÚI<A _ <si
““771””’ — <si, <j=.l(o~.—¡ )/2) C?.¡ ,q¡L< i”’ q)
si(o<— ‘L)””29J
= E ~ [(o>—m )/21 Ca — m ,,, (7$)
Eq<s1<ot— L)/2[ Co1....mq (j>)
—</) (Ñ+) (a —
= Zq=[(o<—1)/si) ~o ,~ [2¡Á” —1)
50k’ ( c(q) ,)





— 1 — 2q)¿í5””” (q’+¡ )) (ijj ) (7j~) [sio,—2(q+l)[ .2(+¡)1 -
Dos ossta formmma, í>ara osst¡.mobar J¡«>±!í’JA debemmmo>s ¿m.mmahizar las olerivad¿rs o:omm rossí>oso:t(> a. y
Hw’ ¿%¿~~
ole las expresí<mnmes
Aserto 2: ~ (y.~ (,si(,j))) se
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oloimulos vn.1 + /% = A:~, 1 <3 s, <3 ox¿ y 4S,¡si,~ es m.mmma expresiómm polinmomnial osmi e y smís dosrivadas.
Den’costracin$n del A serto 2. Comno anmtes, oss suficicirte probar el aserto l>ara Ir = 1.
aserto> oss trivial para A: = 1. Si It > 1, solamnrsnte temmosrnr>s que observar qimos
.4) 1 4’ 1 ir...’\ 2] ~4+[“1±101
2Y~si ~ o ~OÉ) ¡st ¡25>] k «¡si))
= ~~(w±[.4±1>(0t ) st 2[s>
[s[) ( 2() ) ¡sí: ¡2] ‘<[(—(2¡s + a¡ + /3k)) e’ (y) (i) 2[s[ +[o>[ ±101+
/]‘ [2 ‘\ 25,] ¡ffl \~ 2]s[±[a[A” [0[
2 t~! o»’.k o 51),, k o(¡j) ) a/ls
= 115’m’±[.s’[”4- 1) _____
(;‘±[s[) (+t$>)
jsnisí([sI $1)
k-125>’ ( ú51) ji 2js[±[o<[+] +[0[ (—(2Isk + o’< + k/~i





olonirlos Ak 055 mmmma os’xpresiómm poñimmo>mmmial ení e y smms derivadas.
I)eTnastración del Aserlo .5’: Por inducción. Para It = 1 <sí aserto es trivial. Por hipótesis
<los iníohmcciómm, si A: > 1, temíemnos que
y;; (¿)“) ¿3 (1ú~ = 1 (—(a+k—c(y)a”f-’A 1)os’(y)A~.~.’¡ + 01(y)A;>..1) -




oir)mi<le las B,,~. so>mm coímstammtes. Dos esta formnma, <‘mm nmmestro caso,
í0~
= Zk<¿,Bb,k~. (,1.w (M;O) £s ((rj~)
y o:aoia térmmmimmo ole esta smmnmma se i>uevie expresar c<>mno una sirma de térrmminmos de la. forma
1/”t±[sl) (6t¿) ) ¡stI~5>[ (1 ) 21s[±I<x[±[0[±21+[b—k[
El
) 25> [±[a] + [0]
U
A:,a,0,
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oioimde nr¿ + /J¡ =A:.¿ , 1 =-~‘.¡ <3 o~.o.¡ y Bk0hí< es mmmma expresión í>olimmo>mmmial <sim y smís <lerivavias.





rl r)mi(ie <5 es i mía fumiciómí defimmil,los tal oíimrs ó(O.>j) O y oS (Sr, y) —> O o:muriirio (st, y) —Y (0,1>/1)).
QDernostq-acióíc niel Aserto 4. Basta ver ~< o’:o>mímo osí “resto>” del <lossarrollo.> ríe <laylor ríe
“E
o:r>mm mespecto> a sí: osnm (U. y) ríe gravlo ‘r — (¡a] + b¡ ) -
Desj>¡.més dos to>dvs estr>s cálosimlos. trsmeimros vímme <:ada térmulomo
~[n±o¡[ A ¿g[o’—p[±[01—q[(
¿
Ds:í’ ¿3m/¿ Dsi:” — ~¿ ¿).jj01’ ‘§





(yÁo (sc. y) sr
olornole u~ =[¡si¡/2], A:.¿ =q¡,nmj+ fl¡ <3k~, 1<3 ~ <3n.r~ y ]t[ =r—(¡r¿.—p] ±jb—q]).
Qmmosrosmmios acoft.ar la expresiónm ammterio>r. Pero i>ara ello>, basta cr)mm acotar
1’
Pero o.:rsimmmo sí: <3 «y), esta expresiómm está acotaola por
1 1.s [05(¿/) [p[—2[v[thsiIs[±[om’[±[O[ <¿y¿2[p[—2[v[±[q[—[k[
y [ysi
~(ti) [a]±[0 [c(y) 2]j’>]±[¡]““[k [‘ —
rSsta osxpresiómi sos ar-ota r:larammremmtos. U
4.4 Aproximación de funciones de varias variables, II
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Teorema 4.4.1 Sea f E~ —* E una función de clase P~. Sea o5 E” —Y fi una función
definible continua positiva. Existe entonces una aproxmmacmon f : fi” E de f de clase
pr±i tal que
__ <33
¡siarnm O ~ 0>5] =
De’runsistración. Emr i>rimmmer lmmgar, utilizando los teorennas 3.2.1 y 3.2.2 í>ooleinmo>s osmmcontrar
mmmia estratmfio:aciónr finta fi” — UAl dos fornma ríne, para carla i, Al~ es urma pv celda,
es pP olifeojmnmorfa a W4 (d~ = vlimn .114’,’), y >f[ lvi, Al.
1 —Y fi es ímmma fmmmmción PP, comr
¡si smmfio:iosmitemi’rosmmtos grammdos dos forma qmie los c(>mm<li(:iv>mmes qímos van mí. mr aparosciosndo emm <sí
a.rg¡.mmmmenmto se verif’ivíuemí.
P;rra. o:aola i, tosmiemmmos mmmm entorno tubímíar pP do.s Al,, es decir, mmm osmítorno abirsrtosi
olefinmibie T, ole Al.1 cmi fi”, imíra retracciómm 5¡mmnersiva ~— r ‘T¿ : §fl —Y Al, y mmmma fumnciónm
o:mmariravlo ojos la <listamírsia dos clasos pp—m p, : fl —Y fi. Pr>r la demnostraciómm dos 4.1.1, para




Co.nnmo { Mi, oss ¡rna osstratifiv:aciómi, se tienme que, para A: = U, . . . , u, la uniómm <le estrato>s dos
olinmmosmrsiómm <3 u — A: oss ¡mmm cerrado ole E”, luego> smm ososimplenmentario Al= oss umí abierto <le
fi.’”. Pon inol¡icciómr solsire It, i>roi)annio)s qmme existe una funmciónm ‘pr+í .T<k : Al<k —> E tal
~Io[
axa(f”””f~tW =yk(x)
para o’:a<la :r E .1142, (‘lonmde “1k
5 fi” —Y fi oss mmmía fummciónm <lefinible commtmmmmma mmo mmegatmva tal
<J~í~ ‘ny, <3 3 y “1k U sobre fi.¿%Al<k.
Emí efecto> si A — U, Al=0es mmmra ímmmión de smmbcommjummtos dosflmmibles abiertos de fi”’, con
bm oí¡mos t>asta tosimímar ¡=osi= y ‘t/ím = O. Smmpommganrmos que A: > O. Por hipótossis de irrdmmcciómm
temienmios ¡míma fmmno:iómm ole clase pr±i ]kk : y,
4’<k —Y fi qímos verifica
__(f — f<k~ =~7k-m
l)ara o:io.srta lmmnciómr definiblos r:omntinua r¡p~.. ¡ : fi’” ——Y fi tal que ‘yk—1 <3 6 y “1k— m O sol>us
- Comísído ioimros mm estrato> N = .114’, tal que o:o>vhimn N = It. Sosa 7 = Ti, un enítorno
tmmbiilar ole 1V 1 it¡ ~‘ ¡si = p,. Tr>mnammdo 7’ smmfir:iemmtemnemmte peqmmemmo, l>o’)d<smos smrpy>míer
<¡míos N es el mmmímo o> o strato <le codinníensión =It ojíme immterseca a 7.
Las fmmnrr momo s ¡ 1: : T fl Al<k —Y fi y f : .7V’ —> E somm <los clase p”±l- Corno> 7/k eso:o>mmtimmmma y ~1; m U sombm-e 1V, temíernos (lmme f<~ y .1 viefine í ¡mmm fmmmmciómm pr ,
1o =k: 7 —Y fi.
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Si o:o.>nsideramnio>s <si smmb co>mij mmmmto’> <:osrrado E — E”\AlSk. vsI Tosr>rrsmmia 3.3.5 imois ola. ¡ uma.
fumry:iómm dosfimmiblos o’:osintimmm.ia ¡mo mmegativa u : fi’” —Y fi tal opios u”” (O) = E. De esta formmma.
í>o>olosmmk~s definmir ‘¾A•= mnax { ‘q,~ i oS } , ojmnos oss imnia fummción deflímiblos o’:ommtimímma imo miosgatíva
olimos yo n mho a rí¡mr tM <3 ~ Y “1k E O so>i>ros fi”\M =A:
Sr <r n/> o/si, 1 —Y 1?” mmmi difeo¡miorfismimo ‘pr,— r tal <pie o¡si(N) = jO } x fi’, <lonrolos
ni = d (‘1’ rl <[mio r>rnoifnsnmro existos por la olemmmrsistraciómm de Lemmra”1. 1.1.) Commsioieremnmo>s la
limmmcmomm q ¡ A’ O n/si : U’’ E. ‘I’ommmanmrlr> jsi smmfio:irsmmtonmmosmitos graimolos, trsímosmmioís qm><s ¡;
oss vio o laso ‘p <‘‘‘‘5> P 5> = ‘pr, 9[{e} ~ oss <‘los v:lasrs prití It ±1,p— ml — ‘p± y y vss (los o:las<s
pnl iii fr 1’ 1 ,jsi 1 } — ‘pt ~ ¡ Imíera <los {O } x E< - I’>r>o”lrsmmmos tanmblémí sm¡po¡¡osr qimos las 6¡mmcio¡¡oss
flá ~ y y-Y
- ~ (U, y) srsimm ríos o:lasvs pr ! 1 - Emrtommces, por osí resultario ríos la sosco’:ióir ammterio’r.




í>ara no] <3 ‘e y í>ara cierta fmímív:ióní ¼. oímme se oletermmmimmará mimás arielairtos.
u,,Emm lo> smmo:ossivrsi dosimotaremíros pv>r sc: las o’:oorolemraoias <sir §1’ ix’ ~>Or y lis o:r>r.>rol<simao.ías osmí
fi”’. a
.4’Coímsirlerosmíro>s alirra la fmmnciómm pr”!’ h = 01 0 </1 5 7’ —Y E y estmm<liemmios 1 -&--w (f — lc) 1- e,
Temremnmos r.ímmrs
___ (f —Fc) = j<$u—4) on[)
y rssto sos í>mmevlos osxprossar cr>mmro umma s¿mmna finmita <los térmmmiiios ríos la formima
—4) a[~’Lp 1k í u~.’’~n¡si~ ¡r -~<~ 1k,,
Líq
0 [ Vsi:?’ j dx’>’ j
a
rionole ¡/3] = no] y ~A:A ]-‘o ] ¡ cm]. Cosinímo oS ¡ se imnede tomn¡ai- tamm peojucíma o:onmmr ojueraimios,
po>demnio>s harsosr a su vez las (sxl’)resiomres amíterirsires tamí pequeñas comuto vlm.mrsrammmv>s. Dos esta
fornmra vrsmnmos opios lc es umía bimeira aproxmnmmacirmmm dos oslasos ~ ¡ <los f <‘ir §1’. Es <loscir, í>Oo’l<smmi<>s
smmpommmosr vímmr.s
_____ (7’ — Fc) <3 “1k
oír”
sobre 7. .4
vímmeremmm<s “pegar” Ic comí la fmniro:iómi [<A riefimmivla soflmros lrms estratos <losFímmalmmíosnite.
o:ooiimm <3 A- para, oits ossta forníma, o>btemíer mmnma aproxirnao:iómm gíríbal. l’>errs, por la rr>mistrimco:moii
<le /¿ peolo nios simi>omlosr qmmvs /o = <~ fuera <le ¡mmm l>osolmiosmro) osnítornio <los N. Así, poolosmrmos
si umplo mm¡o imí o o iefimmin la aproximmiaciómm ‘pr ‘4” ¡ 7=01<‘los ¡ sr>l>ros Al 501 mímeoliamitos
e,
JVA(,) ic(x) si st e 7, y e,
J-”’k(~) [<k(~) si st E Al<01\T. U
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Es inmmposirtammte dosstacar que la olemo>stración ammtermor es vahiola tammmbiénm para el caso de
¡mmra bmmrcirSmi f : U —Y E, donde U c fi” es un smmbconjunto abierto.
4.5 Aproximación de funciones arbitrarias
Dossímímés ríe lrs rrssímltaolos amrteriores y>btvsmmemmmos:
Teorema 4.5.1 Sea X G fi” una submsiariedad ‘pT Sea f : X —* .1? una función de clase
pr—1 E’rctonce.s es’siste una función de clase pr f X —Y fi que aproxi-m.a f en la topoloqia
pr-’.
De’nrcnsistraciómc. En primner lmmgar consideramos nmn emmtr>rmmo tubular definible U ole X eím fi’’
y muma rostracr:iómm ‘pr”’ ¡ ‘r : ti —Y X, . Con esto, y = f o -r : U —Y fi es umma extemusióum ole
o:lasos P~ ‘~ ríe ¡ a U. Por los resultados amíteriores, existe una aproxinimav:iómi pr ~ u fi
ríos =7.Prsir la. r:omntinruidad dos la restricción, al ser 1V cosrrada en ti, tenosuros vímme f = =I[x es
i.mmra aproximnaciómm ‘pr ole f. U
4.6 Entornos tubulares inclinados
En ossta sen:cion extendosínos la clase dos diferenciabilidaol de los entornos tubulares sobre
¡níma. variosvíaví ‘p~ - Necesitamos este resmíltado> (ya de por si interesaníte) para establecer el
Tosr>rosumma <le Aprn>xinsiar:ión ríe forma general.
Teorema 4.6.1 Sosa. X una s’ub’osiariedanl V~ de fi”. 1?intnsinces 1V un/mije un e’ntorrco tubular
ole cínsi.se ‘pr -
Simiota, omm sim trabajo [17], llanma a esta comístrucciómm un emmtormío> tubmmlan-’¿nclinado.
Dcnmnsistración. Supongammmosis olmie 1V tiosne dimnenrsiómm It. Cosinrsideremnros la aplicaciómm
1V —>
st —* N,.X
<imnos asmgmma a o:aola sc: <sim X el espar:io nr>rnníal a X cmi si:. Este aplicación es de clasos pr— 1~
La Grassmnmammniamra G,,.,’,A. es mmna simbvariedaol P~ ole E”’, por lo que, emm í>articular,
osxistos ¡mmi entoz-no> olefinible abierto U ríe ~ en fi”’ y ¡rna retracción pr u —>
Si vosmnros m/si v:ommmr> mmna aíMicao:ión 1V —* E”’, podeníros aproximaría por níma aplicaciómm
<te o.:lasos ‘pr ‘¿/si : 1V E?” . Tomnamido ossta aproxinmaciónm sm.mficiemítemnosmíte próxinía, podemos
smmí>ommer ojuos 4si (1V) c U. De esta fornía, está oleflímiola la aplicación ‘r o -~ : 1V ‘* ~n,o —A
opios oss imíma. aj>roximmiaciómm de <-lasos ‘pr ríe 4’.
.4
.4
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Si tomíranios ‘¿~ tau l>róxinmma qumo> so veritira
.4
‘r e ‘¡ft (sí:) + 15>1V = fi”’ para tono sí: E 1V,
í>osirlemmmos em>to>mmo:es repetir la <Iemnmostraciomm dos 3.3.1 smistituyemido NX por <sí cojur~ umíto .4
.4
{(sr, ‘e) E 1V sm’i E’’ 5 ‘u ciTo ‘¿p(si:)}
*
í>ara. olos osste mmmoo’lr> construir ¡mm osnitormio> timbular “inr:limia<’lo” para <sí ritme las aplicar:iommoss síu
y p somm ole clase ‘pT U
*
4.7 Aproximación de aplicaciones arbitrarias
.4
e
Fimiahmmemmte, osst.ablecosmnmos el Teorcmnma ole Aprosixinmaciómm eeuu trirla s¡m gemmrsm-aliriarl.
.4
e,Teorema 4.7.1 Sean 1V e Y dos su/si’uariedades pr’’ de fi”’, y sea f : 1V —Y Y una apí~cacíón
ríe clase pr— ¡ - Fíctoicces podemos aprosí:íncar 1 por ‘¿si.nnm aísiíicación de o:íase P’’. .4
e,
.Deínostrucini’n. Por osí res¡iltadrsi anmterior, poriosumos smmí>omíer <lime tosimemmio¡s imina retraccioSmí P~
Cf —Y Y, oloíroirs U es ¡mmm címirsiríro de Y <‘mm E”. Sea /o : 1V —Y fi”’ mimia aproximimacióní de o’:la.sos
‘pt <los 7’ vista cosimimo umma aj>licao:íómm 1V E”’. lbnimar¡do esta aproxmimmar:mosium s¡dio:íosmrtemmmosmmte
buenma nos mnmo><lo> quos lc(X) ci U. tosm¿íemmmos que 1 = ‘~- o /¿.. 1V —Y Y es ¡mita aproximimaciómí ‘pr
ole 1. U
.4
4.8 Eliminación de esquinas definibles
Termnimoanmoos estos o:apítulo con umr resulta<io qmre mros pertititira “suavizar” las ossquniras dos e,.
las variosovlaoio:s ‘pr (‘e > O). e,
Seamm -c y s vios osmsiteros tales oímme 0 <3 r <3 s <3 oc. Cosimisiolerosnmos ¡¡¡ma subvariosvlaol pr
Al c It”. Smmpov>nmgamnos v.¡ue existos umí sul>o:ommjm.mmmto rsrsu’radr> 5 c Al tal <¡¡mrs Al\S o.ss ¡¿¡¡a
subvamieolaoi ríos clase ‘pS•
*
Teorema 4.8.1 Dadnsi ‘un entorno alsiicí-to definible U dc 5 en fi’”, existe n’c¿.a sub’uaríedani
P’< Al ci 1?” y ‘¿mcc difensirnorfis;rcosi P’ /c Así —Y Al tul que /c es una aprnsisi:i’mnsi.cíó’n ‘p~ dos ío¿, u,
incíusíócc Al ‘—> fi”’ <7 /c[ M\U = Id- .4
e
DemosU-ac~ó;o. Conmo Al es umma smmbvariedad P” ole 1?”, l>oft’lemtio>s osscril>ir Al o.:r>mmio ¡¡ita
¡mmmíómm linmita Al’1 LO - . - U Mi,. ole s¡.mbo’:ommjurrtos al>iertos tales qmme í>arzi cao’la í la ~>rr.¡yoso:o:mómm *
1?”’ —Y R/”:(sz: ¡. , - . . .sc:,,) ¡—.± (st.;, ,....sc¿,) induce mmmi difeo¿norfismnosi pr Al1 —+ y1,
o]ommolos ¼es m.m ¿u sm.mb v:o>mmjmmmíto abierto> ole fi”. Es oloso:ir, osxis t:e mrmia a1ilio:a.cio$mi P’ n/q : ¼ci e”
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Dos liecíro>, la olennostrao:iómm de estos resmíltavio (ver [2, Cor. 9.3.10]) nos í>ermmlitos ver qmme
para r:aola pimmmto sr «5 existe un osirtorno V’ ríe st osní Al tal qíre la pro>yeccuomm 7r;~ ;~ [V~”
mmmolmmr:rs mmn difér¡mmmorfismno P~ sobre smi mmmragosmm. Por tammto teiremno>s que ~ es de clase ‘pS emm
flosmimostrammmos el tosorosmna por inmdmmcción sobre i. Para i = 1 (omitiendo los sui>ímmdices)
trsmíemmmo>s la apli<:aciómm P’ ~ : V c E<’ —* R”’””<’ tal oíue Al = graf(~) . Consioleremnos la
prr>yeo:cióml mv : E”’ —Y K. Si deflnimmros E = mv(S). trsníemr>s que r/si[v\F oss de clase P’<. Pn>r el
Teorenmia ojos aproximiraciómm y su demostración (comísideramído unma descomimposicmómi osmm celdas
olosfimuiblos adaptarla a E) l)odemnos encommtrar umma aproxinmación P5 dos ~
r~: V —Y fiT’—d
tal opios 4’ = <si sobre V\ w(U).
De ossta fosirimia, Al = graplm(4’) es mmmma snmbvariedad P5 ole E”
lc Al —Y Al: (st,~j) —÷ (st. <si(st))
oss mmmi olifosonmmo>rfismnr> ríetinible (Y’> que está próximmmo a la imíclusión Al ‘—Y fi”’ y h[~’\
0, = Id.
Pasemnos al <:asrsi i > 1. Por la hipótesis ole inuducciónm, pr>demos suponer vine existeir
olosis subr:onjimmmtos abiertosis vlefimiibles AL y Al2 dos Al tales_vímme Al = Mm U Ah y existen
smibvariosolaoles P~ ¿VI, c fi” y olifeomo>rfismnr>s pr A.4 : Mi, —Y Mi, tales vIne Fc, oss iníma
a1>ro>ximrmacio5mm p” ríe la. imiclusióir Mi, ‘—“Y E”’ y /o, iki, \U = 1<1, ísiara i = 1, 2. A cosintinmuación
o1íierr.simio>s ‘pegar” Al> y Al2.
Cormsiolerosmnmos <sí smibcomijmmntv> abierto> 1 = Al1 O Al2. Tosnemmros rsntomíces
AL D Ji = Icr””j1)tIt Ic§’(I) = 12 CAl2.
Commsirlosremnos la aplicación ‘pC oi = 1c2’ o />5 ¡ 15> —Y ¡‘2 <lime veritica
n.t[Í\U=Id.Im\U—>12\U.
Dos este fr>rmrma í>o>oiemmro>s aproxinmar a por mmna aplicación P
5 nY : Ii —Y ‘¡‘2 tal <jumos =
1<1 : 1> \U —Y
Tommmrsmmios almo>ra olos subco>njmmmmtos abiertos definibles N~ c Al
1 y N2 c Ah qmme verifi—
oímme¡m rímie N~ U N~ = Al, N~ G Al1 y N2 c Al2. Defimmammros y; = /c;”’ ¡ : Al1 —Y Al4. Ermtommces
í>o<losmiios co>nmsíolerar los sumbcom~jummtos oleflmmil>les cerrados dos Al1 , olisjxmmmtos,
A = Mr\qs(Nsi flMr) B = Mm\gm(Nm).
Tomnosmuos immía particiómí <‘los la umíidad P~ {A, 1 — ~} de Mm sirbordiníada al recubrinmmiento>
;rbiosrtrsi luí (Ni), y¡ (N~ fl Alr)1. Temmenmrs que A es mmnma funo:iónm P’ so>bre Al1 tal qíme A = 1
sofisire A y A = O sr>bre fi. Definimos emmtonr:es
Al’m fi”
66 CAPÍTULO 4. UN TE(’)REMA DE APROXIMA ClON
st +—* A(sr)x + (1 — Á(st))&(st).
y una aí>Iicao:iómu P’< que oss una aproxnnacio>u P~ olos la inclusión. Por tauto, y es muía
mmmmmrosrsiómm difosr>irmórfio’:a. Co>nmsiderosumiosis emítr¡mmcoss A4~ = jsi(A¿11 ) - Dos esta formmia. Al =
Al]’ U (Ah \ysm “’‘ ‘~ (Nu) ) oss una varieviaol D~ olmios saL isfiro os las o:ommo’lmcioníoss ríos1 eimmmm>ciado. U
A l>artir ojos es tos resí.mltaolou, r>btemmrsmmros osí siguiemmte tersiremmma.
u,
‘I’eorerna 4.8.2 Primo: m- > O, c’¡:rmiq’ú.iev snbvo¿’riedrnd ‘p’~ de E’’ o:s P~ d’ifeouonsirjíí ¿si. ‘¡¿¿¿¿si.
sub’vnmr-íedad ‘p’>± - Drsis .s’ub’¿;a’r-iedan.les p’>~ ¡ de fi” quos son P” difeo:r¿.or¡as- son ‘pv”! u,
n.lzJensin’cnsi’rfas. e
e
De’ínnsi.s-t’n-aosính’c. C<>mmiom imenmios visto amíterir>rniemite, pr>vlenmio>s estratificar mmmiosstra varsiosolarí
<‘mr nima m.mnmióm’u fimmi la de estratos, ojos formmia opmrs ca-ola mmmmo ole los estratos sosa níma smmbvarios<la<I
pr±u - Sosa E la mmmmiómí olios bus estratos (le o:rsivl i mmno-smms lómí > O. oj¡.me ss mu mí smmb coiíj ¡muto u rlrsfimíil>Jos
o:osrravlo>. Basta. rsnto:mr:rss aplicar el Teoremima 4.8-1.
Para la segimímola afirmmiación. utilizammmos el Teorosmmsia <los Aprr>ximrmaosióuo. Davlo mmmi <huso—
mmmorfismnr> P~ osnitros smmbvariosdades P’>±l. podrsuios aproximmiarlrsi r>o>r tutía aí>Jica<:ióui ‘pr’! ¡
Conmo> ¡>oolenmos tomimar 0:55ta aproxinmación tamm o:ercamia co>mmío qmmrsrammrosis al riifosommíorfismmmo ¿sim
r:mmosstióum, rossmmlta ojuos la aproximmmar’:ióíu es de hioselmo imil oliféoiiuorfismuir>. U
Capítulo 5
Familias de variedades definibles
Fmi este oaputmm]o vamrmo>s a o stmudiam familmas de varmo dades deflumbles y a olar mu teorema
sobre ha existosncia de trivializacio>nes ole estas familias.
Emr o:omm<’:rrsto, <sí resmmltaolo> fmmnvtanmmemmtal es la trivialidad P’> ríos smmmmmersiommes P’> proj>ias
sm¡prayosctivas. IJmm l>mnmmto) clave emí la dosníostray:ión <55 olime, vlao”la muía varievíad dosfimmible osnm
¡mira <sstructmmra rsi—mmmimmimmmal S que osxparmde mmmi cmmerpo real o:erraol<’> E, porlosumos cv>nstruir
mmii ¡oío>vlelo <los ossta varjeolarí olefinrible so>bros unía estructura o—nminimnal “más peoluena’ , vss
oioso:ir, rimuos expamndos ¡mmm cmmerpo real o:osrrado qmnos oss mini smrbr:mmrsrí>o de fi. Este proceso ole
:ommstrmueciómm <los mmmodnslos defiiriblos y el mmsr> del espeo:tro olefimrible nv>s permrmitirá olemnostrar
<sí mrssmmltadrsi pri mmo:ií.sial.
5.1 Familias de variedades definibles
Dau¡¿os emm <‘sta seco:ióim algmmmmos resmiltados 1>ásicos sobre fammmilias dos varicolades P’>. Enm los
o:a1>ítm.¿los amiterir>ross luemmmos r:rnsideraolo las famímilias ole conjímmmtos olosfinibles conmo smmbcomm—
Imuntos 1V c E” x E”’. Commsideremmíos almora mmna situaciómm algo muás gemíeral. Seamm N ci fi”
y P ci fi’> rir>s varieriarioss P’> yq : N —Y P una aplicaciómm P’>. Emmtonío:rss, si cr>mmsiderammmos
1V» — {(‘r y) e fiR x fi” 5 st g(y)} c E” >< fi”
jk>olemmmos ver q cv>mno imnía familia ole conjunmtos defimmible, donmolos X7 mro> oss mmrás qmme y”” “(t).
Dos almosira <sim avlelammtos, veremíros las famirilias cíe conjuntos definibles de estas <bis forumas
osoím.iivalenmtrss.
Proposición 5.1.1 Sean fi ~ fi” y 1V ci B x fi” subeonjuntos definibles tale..s que, para
n:ada b ci B, 1V>, es una .s-ssi,bmsiaríedad P’> de fi”’. Entonces, parnm cualquier a E E, A?, es
‘urca, s’¿s.b’vam-i edod P’> de A: (a)”” -
.De’n,cnsistració’rc. Por la Propr>siciómm 3.1.5, el hecimo (le qm.me 1V~ sosa unma smmbvarirsola.d P’> ole 1?”’
i>mwrlo~ sosr exl.)resadr> por una famnilia parannetrizada de fórmnmmlas de prirnmer oírolenm, oligamnv>s
<144. Euitouro:oss X<, vosrifirsa la fo5rrnímla ob~, es deosir, es una variedaví P’>. w
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Proposición 5.1.2 Sea 5 c 1?” un conjunto definible y tal que 5 E a. Sea U un subeon-
junto abierto definible dc 3 x Ittm, y f : U -4 3 x It una familia definible de funciones
pararnetrizada por3. Sí, para cada t E 5, la fibra J’¿: U~ —* 1? es una función pr, entonces
la fibra f..,, : U« -4 kfrx) es también una función 27.
Sr
Demostración. Basta observar que, de nuevo por la Proposición 3.1.5, el hecho dc que
f~: U~ -4 It sea una función 27, para cada t E 3, se puede expresar mediante una familia
olefinible de fórmulas.
Vemos a continuación algunos resultados sobre familias de aplicaciones definibles que
nos serán de gran utilidad.
*
Proposición 5.1.3 Sea U c W x It’» un abierto definible, y <y : U —* Rl’ x 1? una
familia de funciones definibles. Sea ir 1*> x It”’ -4 Rl’ las proyección sobre lasp pnmcras
coordenadas, y supongamos que, para todo t E ir(U), pi : U< —* It es una función 17.
Entonces existe un abierto definible V C ir(U) tal que ~ : U[v] 4 y x R <~ pr y,
dim(ir(U) \ V) <p.
u-
*
Demostración. Procedemos por inducción sobre r. Para cada i = 1,... ,p consideremos el o,
Conjunto>
— {t E ir(U):8~ existe para todo (t,x) E U}
Claramente G~ es definible y es definible en U[oj. Veamos que dimtur(U) \ CIA) <p. Si
dim(ir(U) \ G~) = p, por el Teorema de Descomposición en Celdas, existe una caja abierta
C contenida en ir(U) \ G~. Supongamos que Ci E C. Entonces existe un e > O tal que
= (O, ... , O, t, O,... , O) E 0 para todo t e (—e, e) (estando t situada en la posición 1).
Consideremos el conjunto definible u-
¿>9H = {(t,x) E C’(C): ~—(t,z) no existe }.
Como O c ir(U) \ G
1 tenemos que H # 0. Utilizando el Teorema de Elección Definible y
la descomposición en celdas 27, podemos suponer que 7 SC eleva a un camino 7)’
e
e
Tenernos entonces que para cada s E (O, e), e
e
(go 5~(s) = E ~?-(5(s)ÑÁs) + vg u-E ?2«5(s))fl (a) = ~ + E y—(5(~))f=(~)•_ 5=1 5=1 e
De esta forma, h = y o 5: (0,e) —* It es una función definible que no admite derivada en *
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Po>r tamnto, dimnt(mr(U) \ 0~) <3 r para cavia i. Conisiderennios entomices
5<707 = {t ci 0,.: —‘--(t, st) existe y es cormtinmma para tono (t, st) ci U}.
st’
Tosmuosmmmos olmie O, es mmmi smmbcosirtiunmto> olefimmible de 0i, y por eh >I’osorenma de Commtimmuidad
a f’m-o>zo>s osxiste ¡mmm cosrmadr> olefinible .fl ci 0, tal que O ‘y N ci 07 y olimmm(0; y F¡) <3 p.
Tr)m’uiammdo emmtormo:oss y = fl 0.7. teuremnos mmmuestro resmiltado para r = 1. Por immo’limccmomm se
olemimnestra fáo:ilmmmosmmte os! resultavio> para un m- arbitrario.
Proposición 5.1.4 Sea a ci fin, y sea 9 un subeonjunto definible abierto de k(a)”’, y
y 52 —* /c(r:r) ‘una funcic$n ‘p’>. Existe una subvariedad P’> Al ci flP, con Al E a, un
subeonjunto abierto definible U de Al’ x E”’ y un-a familia definible de funciones f : U —Y
Al ~ E pa~-ametrizuda por Al, tal que U,, = 9, f~ = y y f es una aplicacidn P”’.
De,nostro.ció’n. Por oio=finiciórm,osxistos mm subo:onjunto abierto dosfímmible U ci fl’P >< E”’ tal
que 5’? = ti,,. Por o>tro> lado, i>odernmrs escribir k(a) = (fin x Eh~~ Drs estos nimodo tffimosmlmr>s la
a.í>li<:a.o.:iómm olefimmii>los y : U,, —Y (fiP x fi),,. Por la Propr>siciómm 2.3.3 existos mmnm subeonjunito>
olosflímible A ci fil’, A ci a, y mmnma aplicaciónm ríefinible ¡ 5 —Y A x fi tal que y =
Coumsiderenmios el subo:onjmmnto
E = {t E A : ir : (1< —Y E es de clase V’> 1.
Es v:larr> qíme. fi oss umir commjím¡mto definiblos y E # (A (si fi = Ql osmmtonces ji,, = y nro es ole
oslasos pr). Utilizanmolo la oiesc<>mmmpo>sicmr>n emm celdas ‘p’>, tenenmmr)s qmme existe ímmra variedaví ‘pr
Al ci fi, Al E (‘o, <lime vss ~‘> olifeomorfá a iímm espacio afímm. De esta forma, 1 : CJ~í~j —Y Al >< II
vosrifio:a ojímos /~ oss P’> para toolo t ¿E Al. Pour tamíto>, pr>r ha puoposisiosión ammtosrior (rosdmmr:ierrdo
tal vrsz Al) í>orlosmm’mos smipomer qmme 7’ 5 ~4íl —Y Al x fi oss P’>.
Esta propo)sio’:ir>um se í>mmede gemmeralizar de unma férímia bastante directa al caso emm que ti
sosa. muía. varmerlad D’>
Sigmijendo ole tormna directa la demostración de la prr>posici~n anterior. podenws de-
mimostrar ¡ma útil rsxtemmsiómm de este resultado>.
Proposición 5.1.5 Sea ox E Rl’, ¡j scan M y N dos variedades P’> - Sea y : Nfk((,) —Y
NA.(,,) ‘¿inri ajpízcacíon ‘D’> . Existe una s’ubvariedad pr 5 ci fi”, conS E it, y ‘una fo.’niíia
ríefinible (le ajsilieaciones f : 5 x Al —Y 5 >o N paran¡.etrizada por 5, tal que ji,, = y y ¡ es
‘¿170(1 a~siuieacion P’> -
Proposición 5.1.6 Sean .8 ci fi” y 1V ci fi x E”’ subconjuntos definibles. Consideremos
‘¡<‘¿o olenocnto cm E E que verifico, que X,., es una sub’¡siariedud pr de k(cx)”. Entonces existe
una. smb-variedad P’ Al ci fil’, Al ci fi, tal q¡si.e Al E cm, 1V[MI es una subvaríedad ‘p’> de
Al x .8”’ y la ysiroyeeo-¿ón. mr . 1VrMí M es una s’umerszon.
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u,
Demosisi’co.cídn. Sea lv = olinmí 1V,,. Enmt.<simmces po>olemmmr>s eso:rii>ir 1V,, conro umia mmmmiómm finta
1V,, = U A4, oloimolos carla A4 = graf(o~j¿±u ~ para ciosrtas fumuciomioss P’ <p~,1 5 1.! “““Y
A: (a), olo>mmvlos Sí4 es mmmm smiml’>comrjummto al.¡ierto vlrsfimmiblos <“los A: (a) k - Por la Pro>1>osio:iomr 5.1.4 osxmstos
¡ma subvariosola<.l ‘p~ ríe fi», Mi, ci E, muí s¡rbcommjmmmrto defu¿il>los abierto (Ji, ci Al x
Inmírciomies .tí,r:+i sy>bre U tales oítme L, graplr(f4k~ ¡. , ~..,,.)vosrifica (U,, = A4 -
Por la Propo.sicióm¿ 2.2.4. tommmammolr> Al mnmás peoiuefma, podosmmios smmpomrosr qimos
1V[Mí es la iríriótí
olos lo>s sul>o:r>mmjummtr>s <‘leimnibles abierto>s L
4 - Dos esta formima,
1VIM] es mmnma variedarí ‘pr y mr <ss
trmma. s¡nl)mmieu$si~mi. Li
Corolario 5.1.7 Sea U ci fil’ un subco’nj’unto definible. Sea 1V ci .8 x 1?.”’ ‘¡íns’ubcosinj’unto
definible tr,,í que. ¡siam-a cada b ci E, 1Vb es una sub’vuriedo.oí P”’ de E’”. Entonces existe ‘ufior
est’ra/.ificació’n Al
4 } j~z ¡ de 13 en ‘un. nmimerosi finito de valí edades ‘pV de ¡rsi’í’ona que pozía cada.
E 1, 1V~ ..vsi1 es una ‘va’í¡edarl ‘D’> y bm pro yosecioi’n ~ Mi, es u’¡oo. sub’nme’ísíoin. Sí. adosmnoís.
es un conjuntrsi ceri-o¿dosi — tsi.cosilado ¡siara ca oíosi. lsi, ysiode’rnos ¡siedir <¡‘¿me dicho. .s’’ulsi’¡nersíojo. sea
ysi’ooj’sira.
u,
Dein osistracio$n. Sea ri ci fi. Por la Prosiposi<.:iómm 5.1.1 trsmiemmmr>s qmnos 1V,, es íímía s¡mt>vario:soia.oi
P’>. Emítommo:oss, por la Prr>posiciómm 5.1.6, existos umma simbvariedaol P’> Al tal rírmos X[M] 055
immm.a smmi>varíosolaoi y
1Vf A’]] —Y Al es mmmma sm.mmmíersiómm. De ossta fo.’urnmma, por la commi~>ao:iriaoi <losí
<ssí>ectrr rksl”imu iblos, res¡mit a vímne 13 srs p insole l>omler osonmio limia mímímon fmi ita { Kl
4 } <‘los variosrí arles
P’> qm¡o.s vo:sriíi.<:amm las commdiciomioss viet osnmummo:iado. Finralmímosirtos., í>or la vrsrsióm¿ o’Ivsfmril.>los olosí
t<sorosnrma olos Haro.it [5, ‘lUir. 5.22], í>oriemmmo>s obtemier lromnoso>mmur>rfismmmos vlosfí¡ibles
¡¿.4 X[x’/i] -Y Al4 -Y + u,
coIIrl)atii>loss con las - a .A’í.¿, para <.:irsrtas variosoiaoloss P~ fl, tal vrsz rosfimiamiolo laproyeo.:o:iommoss
osstratifr’:ación. Esto> mmo>s posrmímite oienrrostrar la segm.mmrda afirmmmacióii. LI
u,
u,
El siguiemmtos resmiltavio irosis presosnta formirmnlao:ionmoss <sqímivalrsmitrss olosí resultado priumoipa!
<‘los ossta. soso:eio5mm (válidas para cualqmnier osstrmio:tura o—rnimmimnal (U, 5)). Para i>osido.sr dar el
osumníciario v:omm proseisíónm. m¿os<zss itanmios algunmas uocmosiomrss oirs teoría dos mi.¡<uo’lrsl<.us. Una 1>¡tena
mosferemucia sol>ros estos teína, tosmmiemmdo cír <uremuta las apltr:acíommes <lime los oím¿rsrenmo>s riar. rss <‘sí
trabalo> ojos Pn’osstosl [1.53. u,
Sea fi’ ¡.ini o:mmerl)o> real cerrado y 5’ mmmía. estructura v—u’iimmmummmal que osxpammoios osí o.lioSrpO)
rosal cosriado fi< - Defimrinmros <sí lenguaj os
t.s’ coimio <sí leirguajos o~m.~rs ium<.:lmmyrs mi sim ¡mt>osilo <‘tos
relao.:íómm n~aría r¡si;~ para carla o.:o>m\]ummto <lefiumil)le A ci E””. De formnma trivial. 5’ es ¡mmm
£
8’—estructura.
Sosa E otro cuerpo> real cerrarlo qíme oss muía extosnmsiómi <los fi’, y 5 immia osstrmmr:tmmra y>—
nmummimmral rímios osxpammde <sí cuosrí>o real cosrraolo> 8. Si fi es mmm¡a £~‘ —estructura y srs verifio’:a
rímuos toda.
t.s’ —fórmmmmmla (co.smr parámnetros osmm fi’) es cierta cmi fi’ si y sólo’> si oms ciosrta. <smi U.
olir-osnmo,s qímos fi’ ci .1? oss ¿mita ínuoer-síon elemental. Si (fi. 5) oms una C
8~—osstrw:tum’a y U’ ci fi
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oss iníma mmnnmersiómí o’slenrmenrtal, diremnmos que (fi, 5) es mmna extensión elemental de (fi’, 5’) y
lo> olemiotarenmmos ~>or
(fl’,5’) (E.5).
De mmmia fornma semmcilla, esto se í>mmeo’le irmterpretar <le la siguiente forma. La estructuira (.8, 5)
es inima extemmsiómí elemmremmtal de (E’, 5’) si la extemmsiómr fi’ —Y 1? es una inmersiómr elemental
y to>olr> <:o>njummto A’ ¿E 5.~ se puede inmterpretar conmo un r:r>mmjimmmto A E Si,.. Llamnarosmos a
esta “iimterl>reta(:iómm’ la extenszon ríe A’ a (fi, 5) y la mmo>tarernos A’11.
Ejemplo 5.1.8 S¿ E’ ci fi es una extensión de cuerpos real cerrados y 5 (i-esp. 5’) es la
estl-’uct’ura o-’rninimaí formada por los conjuntos sernialgebraicos sobre E (resp. sobre fi’),
Ejemplo 5.1.9 S¿ (fi, 5) os una estructura o-mxn’¿’rnal que expande el cuerpo real cerrado
1? y cm E fil’, entonces (k(cv), 5(a)) es una extensión elemental de (fi, 5).
Dadas N y 1’ variosdades P~ (í>ara 5) yq N —+ P umma aplicaciónm ‘pr, diremos que y <55
pr trivial si existe mmm í>mmnto p E P y inn difosomorfismo ‘pr ‘y = (-yo, y) 5 N —Y 9—r (ísi) >< P.
Esto sigímifea quo.s la faunilia asr>ciada 1V» es trivial, emm el semmtirlo oíue todas las fil>ras son
pr riifoso>mno>rfa.s a la ft>ra 1V¡.
El siguiente resmmltado mmos da í>roí>iedadrss equivalemmtes a qire mmn;n aplicaciómí (o mmna
fauvuilia) sea ‘pV trivial.
Teorema 5.1.10 Sca A: E N fijo. Las siguientes propiedades son equivalentes:
(í) Sea (.8.5) una estructura o-mmnzmal que expande el cuerpo real cerrado fi, sean
13 ~ ftP y 1V ci 13 x fifl subconjunto.s dojinibíes tales que para cada b ¿E 13
1Vb es
una ¿sino ¿edad ‘pr <le dimensión. lv. Entonces existe una estratificación finita 13 =
U,.6, Al,. de JI en variedades ‘pV tal que cada es una variedad ‘pV Y tiene un.a
trísvzaíz.zaczón definible
Ir4 : —Y fl x Al4
para cierto. ‘vur~edad pr t
(vii) Para cualquier (fi’, 5’) ~ (fi, 5), toda variedad de clase P~ y ci fifl de dimensión lv
es difeom otía a la extensión a (E, 5) de una variedad P~, V’ ci E””.
Con A; tosioir,,’¿n’a fijado, las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i’,) Como O), pci-o 1V,~ cerrado-acotado para cada b.
(u’) Como (u), pero con. V cerrada-acotada y V’ cerrada-acotada.
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(iii’) Para c’uuíqu~os’í- estructura o—m.inirnaí quíos expande ‘u.’í¿. cuos’íysio real cerradrsi (fi, 5),
c’uaíquíe’l-’uariedad ‘p’ui, de diunensión lv + 1, 1V. y cualquier sub’¡í¿e’ísíón de o’:lasos pr
sob’íeyer:tí’¿a Y proysiza p : X fi, ex~ste una trz’¿siíaíízo.o:íón ‘pr It 1V —Y F x fi (para
cierta ‘variedad pr E). e’
e
Demost’í-acíón.. (i) ~ (u) (e (í’) ~ (ji’)) Po>r riefinmio:iómí ole. inmumcrsió¡m elenirenmt.al, pooiemíros
osso.:ril>i r
V = {st e fi” : 4da, st)’}
oloirrios « oms umía fórmuila dos í>mimmrer ordemm emm Ls’ (o.ss dosomir, numa fórmnimmla ‘comí í>arámmietros
<su fi’”) y a ¿E fi1’. Para cavIa b e E’’ porlosumos coimsiolerar el conImnírto> r’iosfimmit>le
u,
1V,, = {x E fi””’ : 014 (b, st) } -
*
El <:onmjmmmuto vios lr>s b E fi’P tales r4mros 1Vb oss ¡mmma s¡ml>varie<’la<l P~ (cosrraola y aer’>ta.ola) olos u,
o”limmiemisiomm lv- oss íímí smmi>conjmmmitr> olosfimmil>los 13 ci fi’lsi. Dos ossta fo>rmiia í>oolosmmirs c<>mmsidosrar la.
u,famímilia olosfinmiblo.s 1V —Y 13 ríos variosdavloss P~ (cr>mmmpactas) <le <.liíuiemosiómi A:, l>araniostrizaoi?rs
u,
pr>r 13. ()1>servosmíros qmíos a E Bu y 1~ = ~ Aj>lieammros (í) (o> (í’) ) a ossta fammiilia, y
o>btemmemmir.>s osmi.t<.>mmces tas trmvuarizav:iosiuio’ss It; 5 A —Y 1’.) X 1W; - ~xustos ‘¡. tau rímnos u e (lvi;)!?.~
Po>r Ir> tairto, 1/ (E;)A~
(u) ~ (i) (y (u’) ~ (i’)) Commsiderenmros 13 y 1V como <sim (i) (o> osní (i’)) - Tomnemmio>s cm ci 13.
Ent<>mm<’:rss, í>or la I>roi>r>sir:iómm 5.1.1, 1V,, oss ¡míma smml>varieo’iaoi (r’:rsrra<la y aco>ta<Ia) P”’ <los
A:(r’t)”” <le olinmrosnisio5mm lv. Emitommces por (u) (o (ji’)) obteííosnmío>s umma varicolad P~ E (sr.>bros
U) y ummr oiifosr>mmmo>rfismmuo ~ q: —Y 1V,,.. Por la Proisiosisiciómí 5.1.6 existos ¡míma variosolarí
‘pV AA’ ci 13. Kl E it, de fr>rmmma oíue x~ ,~ oss imuma subvarirsr’la.ol ‘pr Aí>lieammios la Prr’>í>osmo’:mr’>mi
5.1.4 (nlmás bienm sir grsneralizao:ióim al r’:aso ¿los variosviavies) a =Jy a q”” 1 y rsil>temiosmuo:>s uit
o.life<>mioc>m-fisinmo> ‘p~ I¿..- E x Al x~ Al (Ial vosz rosoim.ío:io’sírr’lo Al). Posir la er>miií>ar.:iriaoí ríos 13
o>bteíemnío>s (í) (o (í’ ) )
(iii’) ~ (ji’) Emrmí>oszamrro.s comiur> omm la olosmmmoístrao:iómm <los (i’ ) ~ (u) - tltnmemiros V y r:r.>mu s—
truimmros la famírilia olefímible X —Y 13 sobros fi’, dos fr.>rmmia quíos V = (Xp-),,. Si aplicaimios <si
Crírolarir> 5.1.7. obtemmenmmosis la coleo:o:iómm finmita {Al’ 146/ y, para carla í E 1, summmosrsio>mross Dr
propi¿’rs 1V~ Al,’ —Y Mi,. Existe í E .1 tal qime a E (Al;)p. Tc>mmmosmmmv>s b e Al
4. Porleimios smmpo>uuer
(tal vosz smrb olivioliemm<l<si la <sstratiflcaeioiui) <timos Al4 flís . Emmtr>nr:rss. tosímosímios nimia iitímuersion 1
dileomniórímea ole oslasos pr fi (Al ) _ -~ fis cuiya immmagosmm o:r>nmtiemre a y b. Cv>mmsidosrosmmíos <sí
Y—Y 1V1
.13 —÷ .,VL.
La fummo:i<$mr p rss i.mmma smummmersiómi propia, por lo.> o~i.mos, í>or (iii’), V ~
(u’) #> (iii’) Apliqmmemmmr>s (u’) a. ¡si ; 1V —Y fi. Oi>temmemmios emrto>míces nimia partio:io)im a¿ <3
- - - <3 a. <los .8 tal rimmos ¡si oss trivial soi>re (a;, a;.1.¿ ) . Posir r>tro la<:lo>, es j>r>siblos cosimistruir imita
trivializaciómí ‘p~ sr>bros umnm osnitr>rmmr> al>ierto defimmible de cavia. rí.,’. Emm rsfosr’:tr>, sea 1’ ci 1.”” mmuo
osmítorímo tubular olosf mmibl<s olos 1V<, = p ““‘(u4) y mr 5 T 1V,.,. la er>rrespo>mmviientrs rostracciouuí P’.
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Al srsr ¡si l>rr>I>ia., osxiste ¡mmm imitervalo 1, dos fi qmme o:o>mitiene a a; y tal que Xí, — ~ (1i,)ciT.
Eiuto>nmces, rosviucienrír> tal vez el immtervalr> 1 , podosmos supo>nrer vínos la aplicaciómm
Xp —Y 1V,.,. x Ji,
st v+ (sir(st),p(st))
oss mumi r’lifosoínuorfismmiou P’i
Dos ossta. fi>rmmma tosirenmios ¡mmm recubrimníiemmto> ole fi pr>r immtervalos abiertv>s de fdrnma que ¡si es
D~ trivial sr>i>re osaría immtosrvalo. Almora vamírosis a “posgar’ estas trivializacionres para v>l>temrer
mmmía trivializao:iómr global. Smmpoímgamnos I>or ejosmnplo quos a.; = 0, 1; 0 (0, o,;±i) = (0,1), y
seamí
h:X(0.,,,,1~1) —Y P~x (aí,a;±í)
(.VXj”””YXo xI,
las ríos trivializao:ioímes o:o>mrstruidas. Consirleremos el olifeornr>rfismno ‘p~
(st, t) +Y (o/si(st, t), A)
y la apliv:ao:ióim
& : fl x (0,1) —Y
(st, t) y—Y q~ r ($i: u(A)), t)
oio>uuvlos
r si 0<3 t <3<
rfeímeímm<.)s qmue (oss mmmm olifosonmorfismo> pr Observemos qire si 3/4 <3 A <3 1, emmtonoses ~ —
y que si 0 <3 A =1/4 entonces & = y”’”’ o (‘¿fi x Id), rlomrde uf = oh-, ~) : F4 —Y 1V» es un
olifeomnorfismnmo ‘p’ - Podemosis olefinir emmtommces
10*:
1Vi•?J(<i ~ —+ E, x [1, U (a . a;<
1{ (‘~Ó x lvi) > &—r(~) si p(x) <3 1
01’) ~:(:t?.<3 1
Dos esta fo>rmna. pegamm<’lo las trivializacionmes imítervalo a intosrvalo, obtemmemnos urna triviali—
zaosin glo>l>al ole clase ‘p~
Para obtrsmmer una trivialización ‘pr, írecesitanmo>s el Teorenia dos aproximmmaciómm. Sea lv’
la trivializaciomm ‘p~ o>l.>tosmmida í>vsir el í>rv>o:ossr> amíterior. Pv>r coírstrucción tosnemnos que lv’
oss ríos la formna (l¿{ ¡si) - Sosa
1~,ou mumma aproximmraciómm P~ a 14~ . Emítoncoss lv = (lv» ¡si) es mmmía
ap)icarurm ‘p~ próxima a Ii’ (junto con sus derivadas), y por tanmto es un ulifosomorfismrsi.
E
Ao:al>amnios <sstmr seo~:cion con olos resmrltavlr>s técíricos.
9,.
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Lema 5.1.11 Sea (fi’, 5’) ..~ (fi. 5) ‘¿¡n.u extensión eíe’men.lal dc estructuras rsi”n¿.’mn’í’n¿,aíes
sobre c’uer¡sios neaíes cerrados. Sean A Y 13 variedades P~ , y ri : A~ —Y Bp una ri.plicac’¿o’ii W
Vs q’u e satisface cierta cantidad finita de crsindio’-íon.es que ¡si’uedcn ser rsi’r-n¿.uíadus ersin¿.o
formulas ríe primer orde’í’i. del lenguaje L~’ cosin ¡siarametrrsis en fi1 - E’r’rtosinces exísle ‘¿¿‘r¿.ade aplicación P~, Y : A 13 (solsire fi’) que satisface ío.s misnías ersindíciones. Es ‘rv.as,
pvsidemos elegir Y de fon-rna oporr: ea:istr¡. ‘ana a.m.í.l’rosi. de aplio:orc’i.onc.s P’~ á : [0, ‘1.] u x A u.
[0,1] ¡~ x ~¡? tal que A» = ó~, Am = 6 y, ¡sian-a cada t E [0. 11 u, A, satisface las ‘rr¿is’rnus
condiciones de primer- osirden. u,
u,
De’m.ysistracíon.. Comisiosierosmímos <sí grafi> olos rl. Ponemos eso:uil>ir
graf(rl) = { ~ ~ fiA’ <14 (a., st)) u,
í>ara r:iosrta fórmiula <‘los prinmer o>rdcíí emm Ls’ y ejerto> o. E It’. Sea u’ mmmi osho.smímemmtr> osmí fl41
Pr’>dosm¡mosis conmsiolerar e.l o:r>njíímítr> olefmiil>Je
u,
1V(a’) = {st ci 1?””’ : (14(a’,st)}.
u,
Sosa 13’ <sí conj i.uiitosi ole pmmmutos o.’¿’ E fi”’ tales qiue 1V (a.’) es osí grato <los luma aí>lio:aciónm P¿
9
os¿mtre <4 y 13 quíos satisfao:e las conmoliosiomies olos ísirinrosr oroiosmm amrterir>res. La er>umolio’:iómm para
o.juio.s ¿mmm r:o>mijmmnto olo.sfimmil>los eom filA sea <sí grafo ole unma aplicaciomí olefimmiblos emitros u y 13 se
puosohe expresar mediante mmnma fórmnmula ríos í>riníer osirdemr osmí osh losmígimajos ~s~ Es imiás, teimeimios
<sí sigumiemíte resultarir>:
Dado ‘¿tu ersinjuntosi definible 5 y uuoom familia definible .1 o A Y 13) <~ .s 0<1 <.~si’ttj’¿í’ítto> u,
jA E 5 1~ o s P~ } es definible
Así <1 smmbcoímjuimmto 13’ oss definible y o. e .B~-,. Ahora, podemíios comisiolerar ummma oss—
tmatitmc ar mr>m> ‘p~ { 5; Br u, ..~ ole 13’. domiole cao;la 5; es moima variedani ‘p~ coirosxa. Emmt<simro’:oss
,, o s mmmma estratiticao:iómm ‘pV dos B~ y podemmmos sur>o>miosr olume a. oss i.míu pmmimto ríos
la vaí mr ola rl P ‘ r:rsimio.sxa Sin - Obsosrvammros <~íue.S i Ql ~sir>rrímneSi u # 0 (í>or <iosfiii.io:iómr ole
mímumen suomí río mmienmta.l) - Powlemmiosis conmsidosrar emmtoumrcrss la fammmiiia oirsfmmiblos
u,
O: Sí zA ~+ S~ x /3 u,
qmme vosrifica olmie í>ara cao’la t ¿E
5r, C¿ es la aphr’:a<.:uómm ‘p~ eorresj>onidiemite a 1V (t) - Roso:r>r—
ríeniosis ohume. dado> vi E S~ . (Sí x A),, imo es mírás que A - Emítojumioses.
1>r>r io:io5iik(v) la Propr>s
5.1.2, í>ara tovir> ¿ir E S~ , 0,., : Ak(<,.) —“Y Bk(~) es iimma aphr:ao:mómi ‘p~ . Posir las Prr>po>siciommoss
5.1.5 y 2.3.4(1>), existos uima variedad ‘pV Kl ci S~, Al E cm, tal qime la al)li<:acloir
íMí 5 (Sm x A)INU —Y (S~ x
*
~5 23’; ossta aplicarsiomí oss simrí¡>losnmemíte (O A’! >< .~ ; Al x A —Y Al >< 13. Así, por la <:omiuísiací<iaol
olosí esí>osctrosi oírsE mmi L>lo.s, se tiosíros vinos Su es umia ¡ímíiómm finmita U~?.> Mi, ríe suibvarieoiarloss P~ tales
olumos (0 : Al; zA —Y Al; xli es <le clase ‘p~ para <savia í = 1, . . - , lv. Es mímás, sumbestratifio:amirlosi si
es míecesario>, i>o.>demnmo>s s¿mí>r>níosr qume Al, es P~ olifeonmmrsirfa a fi <miii,. M~ í>ara osaría í = 1, ... , A:.
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De mmumosvo í>odemmmos smmpr>mmer que a ¿E AlÁ R y Mil? # Ql. Podemos elegir a’ E Ah de forma
que 1V (a’) sea el grafo unía aí>licaciónm P~,
oS’:A-*B
olefinmida sol>ros fi’ y que satisface las co>nolicio>nes ríe í>rinmer orolenm. Commro Ami? es mnrma
sumbvariosdad ‘p~ olifosomímorfa a fidim 21 i podemnos tomnar immi camnino> ‘p~ osrmtre a. y a’ emí Ahí?.
Este sigímifica qmme existos inri “v:amino 23’” entre rl1 y rl, es decir, existe unra familia D’
A : [0, ljn z A» —Y [0,131? z 13»
tal <inc A» = ó~, A1 = rl y Ao es ummma aplicación ‘pV que satisface las anterio>res condiciomies
rlrs 1>u:immmosr ordosiu <son pararmíetros emí fi’, para caría A E [0,1] R• Li
Proposición 5.1.12 Consideremos una ¿nmers¿on elemental (fl’,S’) .~ (11,5) de estruc-
lay-as ísi—n¿mnimales que expanden cuerpos reales cerrados. Sean F y D variedades de clase
5 FI? z (0,1)/?. —Y DR z (0,1)»
un difeomorfismo ‘p compatible con las proyecciones solsire (0,1)». Entonces es posible
modificar E’ ¡sia¡-u vsilsitener
E: F,~ z (0,1)/?. —Y ~R x (0, 1)p
de forirna que existe rl ci (0. 1/2)» y un difeomorfismo ‘pf~, 1 : E —Y D que verifican
E = E’ sobre Pp x (0,1 — 26)»,
‘yp z Id(¿~io½sobre Pp z (1 —6,1).
Demostración. Por el Lerna 5.1.11 existe mm difeonmorflsnio’p, 9: E D. Es más, existe
ummma fanmrilia P’~
AsEp z [1,2]j~ —Y D» X [1,2]]?.
<píe verifica opie A1 = (Y’) í y A2 = }¡?~ Poolermmos suponmer opre
• A, = (Mm j>ara A ci [1,1 + o], y
• A< = yp para te [2— e,2~
1’siam¡m o:irsi-to e > 0, e E fi’ Así, podemos definir
r : Fí?.z]0, 2[—Y Dpx]0,2[
• 1? = (E’) para t c]0, 1], y
• U = A, para A ci [1, 2[.
Abr>ra <sí resurítado oss claro. conipo>nienolo <son imna función 30, ij—+]0, 2j apropiada. Li
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Un lema de extensión
5.2
u.
Dedicamos esta sección a otro lema muy importante. Eso lema es el siguiente. u.
u.
Lema 5.2.1 1. Sca N una variedad 27, g: N -~ una surnersión 27 pmpia. So~a
P c una subuariedadpr tal <n-’<~ YIr’ (1’) es pr trivial. Entonces podemos extender
esta pr trivialidad a un entorno definible de P, es decir, existe un entorno abierto
definible U de P tal que gj,,—’<u> es Dr triviaL
2. Sean M, N dos variedades pr, f M —> N yg N —* i$ sumersiones pr propias.
Sea P c R~ una subvariedad pr tal que (fi<~of)’ (P)~ gjq—m(p)) es V’ trivial. Entonces
podernos extender esta pr trivialidad a un entonto definible de P, es decir, existe
un entonto abierto definible U deP tal que (f¡c~p—’(u),9¡g—’(u)) rs pr trivial.
Antes de proceder con la demostración de este resultado, necesitamos tres lemas prelinil-
¡tares. En primer lugar establecemos un resultado topológico muy simple pero útil.
Lema 5.2.2 Sean N y T dos conjuntos definibles y it N —> 2’ una aplicación definible
propia- Sea P c T un conjunto definible y V un subeonjunto definible abierto de N tal que
ICL(P) c V. Entonces eriste un subeonjunto abierto definible UD P tal que V D 1Ct(U).
*
Demostración. Basta tomar U = T\h(N\V), que es abierto porque /t es cerrada. o u-
El siguiente lezna es una versión definible <le ini conocido resultado de topología.
Lema 5.2.3 Sea f M —* N una aplicación definible sobreyectiva y propia entre don
conjuntos definibles M y N sobre It. Sea P c M un subconjunto definible cerrado y
supongamos que ~ es un homeomorfssmo local definible para cada x E 1> y que f~p ~‘ >
f(P) es inyectiva. Entonces raíste un entorno abierto definible W de P en M tal que
Ijw W -4 1(W) es un homeornorjismo definible.
Demostración. Sea 1> cl conjunto de puntos x E M tales que 1 oms un homeomorfismo
local definible en z. Tenemos que U es un conjunto definible. Obviamente, U es abierto
~ P c U. Consideremos ahora, utilizando 1 M -4 1V, el conjunto definible M XN M




Consideremos el conjunto definible D = {(w, tu) tu E %k} c M x & M. El conjunto D es
abierto, porque f es un homoamorfismo local en U, y 1> XN P c D. La restricción f¡r:
1’ —+ 1V es propia ya que 1’ es cerrado. La proyección sobre el primer factor U XN P —* U
es también propia, porque es el pnll-back de fjp mediante el anterior oliagramna. Por el
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Losiuma 5.2.2 existe mmmi enmtormmr> definible Vm D P tal que P >< N~ ci $5 z N~ ci .f). Pr>vlenmíos
Huul>onmer rímie Vi oss o:osrrado y, aí>licarído el mnismnr> argmmnmíermto para la projeo:cioín propia
½z~r U —Y 1?, obtemremrrosis un ento>rno abierto olefiniblos T~’2 ole P emí U tal qmme ½X~V 172 ci 23.
Para ao%ri>ar. l>asta o:r>um tomimar nmmm enmtorrro abierto oiefimmible VV de P tal qímos VV ci 15 0 1<2
Li
Fimialmuente, establecenmmos ummm lennma sobre entornmos tubulares defirmibles que sonm “com-
l>at ibl<ss’ -
Lema 5.2.4 Sean Y ci fifl, z ci fi~ variedades P’ y F : Y —Y Z una aplicación P~”.
Consideremos una sub’ea’r-iedad P’ X ci Y tal que E) x es una sumersron.. Entonces, existe
u’¿. os’r¿,torno tu.buío.r de clase ‘pV U <le 1V en Y, co’». ‘una retracczon sumers;va de clase 23”
(1 —> 1V Ial que Fo ‘u- = F sobre (1.
L)o.’u¿.csistración. (Ver [7, Lenmmnrma 4].) Sosa o. la olirmmenmsión dos 1V, b l>e la dimensiónm dos Y y e
la olimmmermsiómí dos Z. Pr>demrmos conmsiolerar la aplicaciómr pr— mp : 1V —Y G,,h±,.~.ovíne asocía a
:aola i>ímnmtr> st ci 1V <sí osspacio mrormrmal a F (F(st)) ~X enm Y en el punmto> st. (Aquí, G,,t+0.~.0
oss la Grassnnranmmiiamia dos (b +e — a)—planmo>s emm fi”, que es ummra varievíad ole oslasos 23%) Por el
~1Ysrsirosmmmaríos a.í>roximrmaciómm, i>oolemmro>s aproxinmar mp pr>r mmna aplicaciómm P” o/si. Conmsidosremrmos
alio>ra el librado veeto>rial
E = j(st,0 EX z fi”: ~ E oÑst)},
comí proyección ‘o> : E —+ 1V. Como Y es una subvariedarí ‘pr de R~, podosumos considerar
¡mmm osmrto>rnmo> tm.íbmmlar oiefimíible T’Vu ríos Y <smi fi” y mmnua rostracciómm P” summnersiva ‘y : VVí —Y Y.
Pr>r la Proí>osiciómr 3.3.7, poviosummos suporrer también que existe mmn entorno> abierto riosflurible
VV ci ~ de Y tal <lime VV ci VV ci W~ y 9’ 5 VV —Y Y es propia. Si ~ está suficientemnente
í>noxiimma a mp. tommmammolo umm errtr>rnr> dosfinible $5 ci E de la seco:io5mm cero, í>o>olemnos olefimíir la
aí>licao :imm 23”
Vr-’-*YXZ
(st, ~) (‘y(st + 0 F(st)).
Esta aplicación oss ¡mu olifeonmmorfismno> ‘pr enmtre la soseción cero> dos E y el grafo de .1) x - Es
mimas. emí cada pummmto ríe la sos<:ciómr cero, la aplicaciórr es umnía sunnersion enrtros variedades
ríos olimmírsmrsiómí b + o:.ypr>r tanto mmnm oiifosomnorfisnno> local. Cosirno> y VV —Y Y es propia,
1>osiolosmnmosis smmj>onmer quíos ossta aj>lir:a<:iómm es tanmibién propia. Emmtomro:es, í>or el Losmmma 5.2.3,
moi¡osstra aj>hi<.:mu.o:ióru jímoluice ¡mnm chifeonmorfisumo> 9”, oligamnos cm, dossde umrr osntornmo abierto>
defimiiblos V <los ía seo:o:ión <sosro emm E a mm osmmtornmo abierto definible U olosí grafo dvsflx osmm
Y z 7. Así, hay irrr osmítorno definible U~ ole 1V emm Y sobros el que fórmula
ti o cm—~}st. ½~))
olefinme ummma rostraco:iónm smmmmrersiva ríe clase 23” ‘u- : (1* X . Es nimás, si a: ¿E U
t emmto>nces
(0 (st, F (st)) = (y, ~)E E comm E (y) = F(st) (por olefimri<:ión). De ossta fo>rmrma, E o -r (a:) =
¡o yocm’’ (st, F(st)) = F(y) = F(st), y l>Or tanto Fo -u- = E. Li
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Pr>olosmnos ya wtsar a la deummostración de] resultado central ole esta seco.:ión. u,
De’n¿.ostr-si.cíón. riel Lema 5.2.1: Comimo> el í>ar (f~ (»4)”’ <1’)~ ~iQ.í ~ ) es 23” trivial temiemijois
oiiftsoummorfismmio>s ‘pr
(9 = (0», ojo f) : (=;of)””’ (1’) —+ (go f)’ ¡ (p) z 1>
= (—y»,g) g””’(P) ~> 9.~r~10 ><
í>arí’r mmmi ciosrto ¡si E P. de formnma que el siguleirte diagramrma conmnmmuta.:
u,’
(go f7’tm ~ —¼ y””’ (1’) A 1>
of)”””1(p) z P ‘—> =í””mY)X P —“Y .P.
u,
Sea ti ummr emmtorrmo tmmbmmlar oiefinil>le ole P y w 5 ti P ¡mira retracción 23”. Qmmrsremnmo>s
extosmio’iosr lr>s dife<siuumo>rtismníos P” O y y a diftsomnc>rfisnmr>s ‘pr
u,-




<‘le formnma <une osí o’:r>rrossí>o>nmoliosnmtrs oliagranmma commmmmumtos..
Consideranmos la subvarieolaoi 23” y”” ‘~ (23) ci N. Ai>licanmcío el Lemmua 5.2.4 a Y = =1””¡ (U),
Z = 1”, 1V = y”” (P) y E = ‘u- o y : y”” (U) —Y P, y tal vosz redmrcienmolo> ti (poolemmmo>s hacerlo>
por el Lesmnma 5.2.2). obtosnmenrros umnma retraceioíui sumumersiva # y”” (ti) .> <y’ 1(15) tal oíu<s
*
y o -r = ‘u- O y u,
(r>l>srsrvosmmmr>s <limos Ej ~< = y~ ~ oss ¡níma smmnnmersmonm í>oroímlos ~ 23’~ trivial). Poo~leuoir>s rírsiímir almo>ua
la aísihr:ao’:íónm ‘p”
y g ‘(ti) —+ y””’ (y) x ti
st +> (‘y»-<st)..q(st)).
Por el Lemoma 5.2.3 plicado a 5’, osxiste ummm emmtommuo abiosrto-u rlefinmil>le VV ríos u””” (23) en
g—1 (ti) tal riume ‘-y 5 VV —Y 5’(W) es mmmi difosounmmo>rfisnnmo>. La aísilicacio>mi : “‘(U) —Y ti Oss
propia por lo> qmme, 1>0,1 cl Lema 5.2.2 osxiste nír emitorimo> abiosrto U
4 <‘los .P osnm ti tal rIn»
y — ¡ (U4) ci VV. Pr>r tamito> tosnmemiios el olifeommmo>riismrm > 5’ : y”’’ ( i4) —+ 9jy”” 1 (ti~ )). Isiosro
5’ (ti”” (ti * ) ) nz y — (p) x ti . por lo opios aplio:airolo de mímiosvo <sí Losmima 52.2 a la aí>lio:ar:iom
í>roí>ia 7V 5 y””” (p) z tJ~ tP (9—1(p) <Ss r:r>nmpao:to) , obteu¡osum’uo>s ¡mmm osnrtr>rmu.o.¡ al’>iertr> U” <los
P osiu ti4 tal rínos y”’’’ (p) z t.T” ci 5’(y”” ‘(U»)) - Por lo tamitosi. 5’ : y”’ (U”) —> y”””’(p) x ti” <ss
unm rlifisonrorfisnrro. Ahora, remío>mmml>ramro’lo U” comimo U tosumosmmmos rílmos ‘y es 1 iím difosr>mmrosiu:íismo>
y quos i>ara tr>oiosi 2: ¿E u — (ti), o 5-Qn) = yQn), pom lo <lutos osí r:r>rrespo>uioliosmitos <‘liagramuma oss
conmnm.mt mu.t ivr.>.
Dos la muisímía forína, utilizairdo el Lenmma 5.2.4 comí Y = (=ío f)““‘(ti), 1V = (y o f) ‘(P)
Z = y””” (1”), 1’ = # 0./ y o>bservanmdo rímios Ej = f~ ~»0~—1(1>) <s~ ‘pV trivial. pr>dosimmos o:ommstr¡mir
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una retracción sumersiva & : (y o 1>— ¡ (U) —* (y o fi) —1(P) qume vosrifica fi o 5 = o fi, y. ríe
fo.urnma similar, j>o>olemmmos definir
O: (go f)””1 (U) ‘—Y (gof)””(p) x U
i: *4 (O»&(st), (y o f)(x)).
Tosnmrsmmious ole ossta fornmía que O es umu difer>nmiorfismo> y, si tr>nnramos st e (y o f) — (U) tosmíenros
<‘“‘rs
(f x lrl)O(st) = (f x Id)(OoÓ(st), (go f)(st)) = (fOú&(x), (go f)(st))
y
5’f(st) = 5’(f(x)) = (‘y»t(f(x)), g(f(x))) =
= (‘y»f&(x), g(f(x))) = (fOo&(st), (y o f)(x)).
Es doso’:ir, Tremimos extosrmdiolo osmmto>nmcoss la trivialización a U. Li
Para ao:al>ar esta secciónm, presenítannros un <sorolario nrmmmy útil del Lema 5.2.4.
Corolario 5.2.5 Sea f : A —* N una sumersión p” entre subrariedades de close 23” A
y 1V. Sea f A 1V una 23” aplicación suficientemente próxima a f (para la topología
P’). Entonces e:niste un dífeommJisíao 23” r 5 1.11 -—* A tal que f = fo r.
Dernostn-rmcirin,. Comrsirlerenmos graf(f) ci A x 1V. La pro>yecciórm natural mm’ 5 graf(f) —> 1V rss
umíra sm.mnnrersioíum porrínme [ es urna sumersion. Entonoses, por <si Lenra 5.2.4, osxistos un emrtorno>
U ole graf(f) emí A >r 1V y umma rostracción ‘p” smmímmcrsiva a 5 U —Y graf(f)
tal <lime 7V 0 a = 7V sod>re U. Dado mm pmmnmto (x,f(x)) ¿E graf(f) temmenmmos oluos j (st) =
w(x, [(st)) = mr o c<x, [(st)) = mr(aí (.r, f(x)), a
2(x, f(st))> cAy, 1(x)). Psí-o, si definimos
s(st) (:<‘>mrmr> cm (t/ (st)). tem’renmmo>s O”2 (st, .1 (sí:)) = fi (<st)). Y, si fi está suficienrten’renmte cerca
a. f osnmtommo:es -r está sm.rficientenmemrte cerca a la identidad, po>r lo qmme í>or’lemno>s smmpr>nrer qume
-r rss immr oiifeo>uuo>rfisnnmo ‘p’. Li
5.3 Trivialidad de funciones
El teorenmia r1mmrs o1mmerosuros pro>bar <mr esta seccíomm rss el sigímicurte:
Teorema 5.3.1 Sea N una variedad 23” y sea g : N —Y fi una sumersión 23” sobreyectíva
propia. Entonecs r¡ es ‘p” trivial.
l’>r>r el To.sorrsmna 5.1.10, este rossumltado es osoíuivalemitrs a:
Teorema 5.3.2 Sea (fi’. 5’) .g (fi. 8) una extensión elemental. Sea 1V ci fifl una subva-
mio:daoi ‘D’~ . Entonces existe una s’ubvariosdad P~, Y tal que YR es P’~ difeomorfa a 1V -
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Para la olemumostrao:íómi <los osstos resu.iltaolo> sosgmiimmios el argmmnmmeiito> <jume Coste y Símiota
hao:enm dm [ti) ¡>ara eh o.:asr> semnmiahgebraio:osi. La iolea es ¡itihizar ha ‘1’<”o>rí¿u. nos Mr>rse deflímiblos
e mn.rdmir:<.:ióno srsil>re dinn X = A: - Sino enrl>argo, la fil>ras cíe urna fmmnción riosfinoildos ríe. Morse
osuí uní valor crítico> son o:onmjmmimtos dosfimíibles Isiosro mmo variosolacles -D’j j>or lo> olimos rírsl>eiuirsis
considerar br clasos ohos simmguilaridaohes quír.s aparoscen cmi osstos o:asosi. Estr> llosva a iumtrosiol¡mcir la
siguiente mto>o:io.ni:
Definición 5.3.3 Una varicolad 23” ole dinmmemmsióím lv r’:o>mm umuma sinmgm¡lario’lao..I <los Mourse es una
cuadrupía (1V. fi, Mf), donde 1V esun. cony”untcsi definible que cont~ene al ¡si’unto p y tal que
u,-
• 1V\ {fi} es “una variedad D~ de dímenston A:, o
o
• Al’ es ‘una variosdad ‘pr de dimensión lv ±1 que contiene “un entorno> definible de ji en
‘0
• j es “una func~ó”n 23” sosibre A tal que 1V 0 A = ¡ 1(0) y ji es “un punto crít~co ‘r>.osi
deqenerado de j’.
Definición 5.3.4 U’í’í, difcornrsirfisnmio ‘p” dos varierlaoles 23” eomm simmgomlmrrioladoss <‘le Morse
cntre (Y, ji. Aif) e (Y, q. 1V, q) (o, o/e fosim-uíosi. n¡.rís breve, eí¡.tí-e Y e Y) oss ‘ío’í¡. ho’mneo’r¡ooíjisn¡.o>
dc¡zníbíe w Y U Si” Y U 1V’, dono/e A’ (resp. 1V’) es un entorno> defi”rííbíe abierto de ji




• w induce ‘un difcoínoujlsmo ‘pr entre 1V \ {fi} e Y \ {q}
• ca í”aoí’uo:e ‘un d2feo”rri.orfisnoo ‘p’ entre M’ y 1V’, ‘0
‘0
• gowj~¡~ =
Es <daro.> quos osmí mmmma vaniedarí comí simigularidaní ríos Momos (1V, ji, A, f) sólo importan los
gérnienmes de .11/1 y / <su ji. Prsir tamito, crí lo> otume smgue. sícmnmpros ponirosí Lír>s m-ed¡mcír Al o:mmaiiol<
sosa imecossaruo. Sigimieumolo esta idea. >o’>demnmos slmí>onem ojmmos fi es <sí únmir:o í>í.mmmto crítirso> ríos /-
Tosmrosmmuos emmtr>tmcoss osí sigmuienmie tosorosumía.
Teorema 5.3.5 Sea (fi’, 5’) “-~ (fi, 8) “una inmersión elemental. Sea (Y, fi, ~~,1) ‘una
variedad 23”’ de dimos’us”¿oin A: cori. “una singularidad de Mors os. con Y o:e’r-”r-a ola.”acotada.
E”rotosimoees, er:”ostos. “¡si.n.om. ‘¡,o¡.ríosoiomol o/e clase 2372>~ con. ‘¡mm¡.nu. si’r¡.q”¡ríon’rioío.¡’l do: Moros os (Y, <y Nt ~)
tal q”ae
(1V, fi, Mf) (Y!?, <y, 1Vn. qn)
(í. e. existe ‘un difeosimorfismnosi o/os clase ~
72k ole variedades p~—2í con. sinq’uíaridaoies de
M’osirse).
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En prinmmer lugar observanmos qmme el Teorema 5.3.5 imuplica el Teorema 5.3.2 emm el caso de
<jume Y sea cerrarla-aco>tada. En efecto>, toda variedad ‘pr se pumede ver como umma variedad
‘pr o:on umna simmgmnlaridari de Morse, añarliemmdo>le umm pumíto aislado. Por el Tosoremíma 4.8.2,
í’>r>rieuno>s snmpo>míer opios 1V es pr difeomorfa a mmnma
23¡-+2k variedad 1V’. Emmtommcoss el Teo>reimma
53.5 srs tiosnie <jume X es P~ <lifosonmiorfa a la extensiómm a fi. dos mIra varleolad P~, cosrrada—
=m<:ótao.Irm.
De”m.osisiración o/el Teorema 5.2.5. Proo:eolosnnmos í>our inmdmmcción so>l>m-e k. Para A: = O oss resul-
Lado es r>bvirsi. 5 ¡¡pong’anmos emítomír:es que lv > 1 y que el r-oss¡mltar”lo> está demostrado para
olinmiemmsíones mimás í>eoínmeñas oíue lv. Como> ya imemnos nmiencionmado anmteriornrrente, segrminnos la
o’iemím<>straciómi qume aparece <srm [6] j>ara sl caso semnialgebraicot Damos aqímí un esquemna de
rssta rlemu’ir>stra<.:iómr. rossaltarmdo <sí punto>s cmi <jume somír irecesarmos los nuosvos resmmltados so.>l>re
varieolarles y aplicao’:iommoss P’.
Emm primer lumgar, tornarmmos mmnma funmción ole Morse sol>re 1V, es olecir, una fmmrmciómr ~
fi”” —Y 1? ole clase ‘pr—2 tal oíue mmo tiemme pumitous críticos degemrera<los cmi 1V \ {ji} y los valores
r:rítir:r>s ole Ofr en Y \ {ji sr>mm tosiolous o’listirmto>s emmtros si y diferentoss ole o/si(p) (ole Imecímo podenmros
s¡.ipr>mier olmmos ji = O y of(ji) = 0). Para construir o¡si basta reí~etir el argumnnmento> ole [6, Lennmrnma
3.5], teutiemído rsmr emnosnita la existemrcia (le particiones ole la unmidad ole clasos pr—2•
Estumolicmnrosis <su prinmer Immgar la situacioimí entre dos valores regulares a. y b de ok. La
hmiro:ióxu o~ restrimmgida a 1V ci 0p—m (a, b) es m.mnma sumersiómm í>ropia. Tenemimos que olini”í(X ci
¡ (u, b)) = Ir: y por la bipótossis de imdrmceon existen mimorlelos sobre fi’ para variedades
ríe riimriemmsión A: — 1. Emmtommces, po>r la Prosiposición 5.1. 10(iii’), existos umma trivializaciómm
1V ci <fi”’ u (or, b) —* E x fi, olormde poriemosis tomnar E = ob”” (e:) para ci<srto e E (a, 1>) - Dos numevo
posir la Imipótesis <le immducciómr, existe una variedad P~’7
2 E’ tal rímme Fk es pr—2 difeomnorfa
.8
mm. F. Enitoncoss F’ x (ox., (si) ~ es tiria varierlarí 2372 oírme es p72 rlifeo>nmorfa a 1V ci o/si~” (a, b)
Estmmdiemnios a r:o>mítinuación la situaciómí osmí mmnm valor crítico a crsirresí>omidiosmrte a ¡mmm í>unmto
crítir:o> “y - Para mmmi tal valor o:rítir:o, la fibra. r/si m (a), jururto o:osin un osntorrmo D <le ‘e emm 1V.
varuosolael simrgmilaridaol de Morse por lmipótossis ole inducción tierme ¡mmmoss umnia coir y, ,.... nirodelo
‘pr— 2k sol>rrs fi’. Pr>r otro laolo, umtilizanido el argurnosuto amítosrior, tosmígo umm mo>olelo sobros
fi’ ole mmmma “lisiammola’ o:osimr eje o/<m (a) \ {r} - Pegamiolo> estos dosis muodelos ([6, Lr’snnmnmma 3.6])
oilsitosmiemmío>s mu irmo>olelo.> sobre fi’ olos 1V ci ~b—(a — y, a + y) ¡>ara ciosrto> n¿ > 0. Para esta
comustrumeción mieeossitammmrsis de mmmrosvo> la osxistemrcia dos emmtormmo>s tubmmlares
23~ y las particiones
ríos la ¡mmíiolao.l-
El o:aso ríos la fibra ole ~ que o:r>mmtiemme a ji es csemío:ialmente el níisnro ([6, Losnírmima 3.7]),
biosgo> dos nmuiosvo po>rlemmírsis commstrmnir umm mnmodelo sobre fi’ ríe 1V ci o~ r ~ oS, ~, jara ciosrtr>
oS > 0. Piura ello utilizairmos rin lema ole Morse olefiníible ([6. Losnnmmrra 3.4]) <jume mmos permute
osui<:onmtrar mimía oiossr:ri1siciómr semucilla de Y <sri mmrm entr>rmmo olos ji.
La olosnmro>strao:io5mr sos ar:al>a “posgamído>” los olistinmtos nuorlelos cr>mmstruidos. El argurnemito>
ríos [6] se pmnosde rospetir crí <sí caso> defmntiblos, ya ojmmos temmemr>s la Pm’opo>sir:iómí 5.1.12. E
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De”mosistraeíosi”i¿, o/el Teorema 5.3.2. Flosmimo>s visto ya el casosi o:erra<’lo>—ar:o>t.aoir>. Dos immrosvo 1~ ore
el Ter’>remnma <1.8.2. tenosmiros ~ Y <‘s ‘pr olifeomurorfa a una vario.sriaol ‘pr+2k 1V~ - S¡.mjsir>mmgamiios
rímuos Y’4 mio> oss o:rsrraoia—acotada. Por el Crsirr>luu.rir> :3.3.6 jsioolosniosis supo>m¡er o’p.ue 1V~ es <:o’srraol;¡.
<sim fi”. Toimmamimrsis emmto>nm<:o.ss umn pmrmmto ¡si E fi”’ tal rítie st st — ¡si 112 es mmnma fummm<:ió¡m nos Morsos
[sirr’>piasrui>ros 1V~ - R.eí>itienrolo <sí pro>o:eso amrter¡or j~ar=resta tmmmrciómr i>oolemno>s (::o>nrstrmrir ¡mr
mmodoslo> PQ para Y ~, y j>or tammto>, mmmi mumonlelo 231+ i>ara Y. EJ
u,
‘0
5.4 Trivialidad de aplicaciones -
‘0
El Íer>renmia r
1muos o>bI.enmosmnmos emm o-sta seco mosinm es:
Teorema 5.4.1 Sea y Al *4 fi! u’íoa s’umersiosin pr proqsiia. Entono:es ¡si es ‘pV trivial.
‘0
Demostración. Para 1 = 1, este resultado> es la trivialiolaol dos b.un<:ir>mmrss rjmme probamrmo>s emm
la soso:<.:ioSrm anmiosrior . Smmponmgammmos pmmes 1 > 1. Si sustitmminmmo>s A por <sí grafo> <los ¡si, íoolerííos
smmí>om’¡er rímie A ci fl” >< fit y qmios p es la restricciómí <los la j>royeco:ión fi” Y U
1 —Y fit. Pr>olemimr>s









donolos sir~ fit — fl’’ >~ fi es la pro>yecciómm y = (y’.y,) *4 yj. ‘0
‘0Trsimnemumo>s cm E fi. Erítommo:oss í>osidosmmmos r:ommsídosrar
5 Ao~ “Y lv(cm)’”’
‘0
oímme oss uimia simnímersiómí P~ prr’>jsiia. Posir la lmií>o5tesis ole immoímnr:r:iórm, Pa os~ P’ trmvíal, ossto <ss,
osxístos umr difeovunmorfisumro
•4
A = (lío, ¡si,,) : Al,, —>14;’ ‘(0) x k(cm)’”’
‘0
Observaimios quos ~ (0) es la fibra gemiririosa <los mimia cierta famiíilia. Hemmmr>s stmísiurssto
arriba o
1mmrs p 5 A ci fi”’ x —> fi~ es la restricciónm de la prosiyer:ci¿>m. (st, y) *4 y. Posir tanto u
Al,, ci lv (cm)” x A: (cm) ~ y Po es la restricciómí ole la pr>yecciómi lv (oo)’~’ x Ir: (cm) l.~”’ 1 ~> A: (<‘o)’~ -
1’rur dosfimrio’:io$im ‘0
(o) = { y ¿E lv (om)”” (~,. 0) ci A,, [- e
la famnil ja ‘0
y =p” i({p} sio U) ~ U.
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Para caola t ¿E fi.
= {~] E fi” 5 (y, 0) ¿E M-} = ¡r~ (0, A)
(0 ci 1Y11). Es daro emmtonces que p;’ (0) — Y__
Esto significa mme existos un s¡mbcommjmmnto> definible 5 ci fi, 5 E cm, y umm olifeo>rrrorfismo
‘pr
AflP—l(fiI—r ~S) —Y (AnP—m({0} xS)) x fli—m
Si 5 es nmmm imítervalo abierto, A fl ~—r({o}5< 5) —> p{0} x 5 5 es urna summrersión
l>ro>pia, por lo> ohmios o>l>teuenmo>s una. trivializacíómr
‘y = (‘yo~p) 5 Aflp””’({0} xS) ~YPr(t)
olr>mmolos t = (0, t’). De osstos forma tosnmemnos ummm difeo>mnosirfismo P~
<.sstr> rss. mmmma trivializaciómi sol>re fi1 ~ x 5.
Si 5 es mmmi único í>mmnito, 5 = {a}, por la hipótesis <le indnmcciórm obtenemos mmmma tri-
vialización ‘p~ olos p sol>re ~ x {a} y, por el Lema de Extensión 5.2.1, obtemrernros umma
trivialización sobre la bamiola fi11 x (—6,6) = {(st, A) E fl~”””’ 5< fi 5 —¿(st) < A < 3(x) } para
cierta fumutciómm 6 : u’— r —Y fi.
Almrra olrslsirsmmmos posgar estas trivializacionmes. Por ejemuplo>, vamrmos a posgar umía triviali—
zaciórm soubros fi1 — >< (o i )
y umíma triviahzaciónm sol>re ~1— x (—3,3)
¡½5 í—r (fil—u s< (—3,3)) p””1 (A) 5< fi”’”’ x (—6,6)
para o:ierta fumnción 3 : fi~”< —> fi y ~ ~ fií—r x (0, 3).
Sr>l>re (0, 3) terremiros
01> = h
2 o 1< : §~ (A) s< s< (0,6) —~ 1<r(t) x fi
1”’”tm x (0,3)
(st, s.t) —Y (oP(~.4st),s,t).
Pr>r el immisnmo> argmmmmmosmmtr> que emí la demmmostra.cio$n del Teorema 6.3.1 poderrmos considerar
uimia aplio:aciómm ‘p~ u : fi1’- ‘~ x (0, 3) —“* fi’— L ~ (0, 6) qmmos veritíca
• ‘uQr, t) = (043(0)) si A < ~3(s), y
• u(st, A) = (s, A) si A=$S(s).
Po>r tammto podenmr>s commsiderar ‘1’ : p”’(t) 5< fi’—’ >~ (0,3) ~
1>—m (A) x fil—m ~ (0,6) d<sflmmida
í>o>r of; (st, s A) = (o/si.,,cs. .0) (st). s, ‘t) - Cr>usirleremnos aho>ra 1¿~ = o
4u . Sobre fi < i oi( s)
lo.: = 0> >< 101) 0 /*1 <lomirolos 1) = <O ~ 5(0)) ~> u (A) —Y ¡si”” 1(t). So>bre it > ~ 3(s), = 122. Dos
ossta. fornía í>r>oiemiur>s j>osgar ¡vi y i¿ para así o>btem’uer ¡rna trivializaciómí global.
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5.5 Variedades definibles con borde
Dos formmr mmatirral se defimiosí, emm íumnestr ¿u. categoría o—mimimiumal las vartedades ‘p~ con bosirde
diferencíable. co>nmsidosra,molo cartas rmío>doslas sol>re sosmi¡i—e51>acios ole fid• El Trsrrosmuia 54.
pímosolos gemieratízarse para este tii>r> de varieoiadoss.
‘0
Teorema 5.5.1 Sea A ci fi”” una variedad de clase ‘p~ con. borde 1V. Sea p 5 M —> fi’
“una s’umosrs’í.on 23~ propia, tal que la restricr:íón de p al bosi’r-de N es tarnbírírí, ‘uno. s’u’rners’tosin.
L’r¿to’no:cs existe usina t’r-iviaíízrmr:ión P~ de p quí.e es un. d’¿feomosi’cfisrn.o 23V lo = (loo, p) : M —~
(0) x fi’ que induce ‘una trivialización, h~ s 1V —u- (¡si”” 1(0) 0 Al) 5< 1?’. Adcnmois, ¡sitsit/e’inosis
tomnn’r-’un entosirnosi tubular T o/e N de clase pr con. ‘arta retracción ‘pr mr 5 7’ Al y ‘íín.o¡.
f’¡o’no:írho cuaoíroi,do de la dístoíneiom p 5 §1’ fi, y eleq”¿7 la t’í-ivíomi”izo.o:’íón Ir ole fosir-m,mn qn rs
¡si (ir0 (st)) = ¡si (st) y mr ( h0 (mr)) = ¡mo (mr(st)) par-a loo/o st per-ten ecíente ti. “uit crí tcsir”ií.osi dc 1V cii
A.
‘0
De”rroostracíoín.. Hasta a<;laí>tar la o”losmmmostraci<uim ríos [7, Tu. 3] al r:a.st’> oiosfimmibios. Umí paso
o:lave <sIm esta rlemmmrsistrao.:iómi es el Lermía 5.2.4. oluos mmo>s j>erimmit;e tosirimar ¡¡mr osrrtosirm¡o tuilumiar
23””’ T <‘los N <sim fi”” comí umrua retraccióir ‘p~ “a : T —Y 1V ohmios verifica p 0 7V = p~.1’. Li
El sigumiosmítos teoremrma es umn casosi mnmímy es¡>oso:ial dos mmiuosstrosi Tososiremmma 6.3.1 -
eTeorema 5.5.2 Sea P ci I?””’una varíedao/ 23”’ y M ci 1?”’ “tina variedad P~ con boirde N -
‘0
Se ox.
(7V,p) sM-> fi 5< fi
1 ‘0
‘0
una suuoers’í.o’r¡. P~ pr-apia, que es to.r”rnbiéru s’oi.n’tei-sía’n al rest’ri’nqíz-la al bar-de Al - E’rotosino:cs —
est”¿sío,’’un olífeomrsi”rjismo ‘p~
It. = (hú,p) mM —u- p—~ (0) x fi’ ‘0
tal que hru es la identíduol s obre ~ r (0) 1/ mr o /¡.~ = mr. Sn.ponqarr¿os además que mr es ‘aria
f”urocioin ‘pr “roo negativa definida en uit entorno de 1V osn JVÍ, de forri’¡.a que O oss valor tm’o4JuíoU
o/e “u- y “u-”” ¡ (0) = N. Entaroces ¡siadernos tosirnar It de forma que mr o It
0 = -u- ero ‘un ento’inosi
de Al de 114.
‘0
Derrtostracioin. (Ver [7, Tlm. 8].) Pr>olosmm’íos emmo:o>ntrar iímí recmrl>rimmmiem’¡to <los 1’ í>or al>iosrtr>s
oiefímmibles tahes ojuos o:ada umio do.s ehhos rss ‘p~ ohifosoniorfo al espacio> afíi’i j”1k~ Prosibamímosis
mimiestro> resultado u>oír i ¡.idmio:r:io¡’¡ sr>brrs osl nuímmiosro olos ati<srt;os olosí roso:umbriimmiosntr>. Dos oss la
caso> emm ~ . ma <irme U y 17 srsirr abio.srtosis riefimiibloss‘tornmra, insta estuchar el <limo P ( 17. ríe frrum
ríos .P, la <.:oimr’:huisiórm ohosí teorosmmra se cummmil>).c para (mr, tú 5 7V ¡ (U) u lvi —u- U 5< fi
1 y V oss 23’
difosonr<sirfo a fik -
Temm<snmros emmtosimmcoss muím difosommíorflsmmmo pr ~ = (~, u (U) —Y (mr’’ (U) O y”” ¡ (0)) x fi~
tal olumos o/o es la. ido’snmtidaoi sr>bre mr (U) flysi””” 1(0), mr O go = mr y 10 = -u- emm mmm osmitosirimo ríos
1V u mr”” (0). Po>r otro larír>, mmtilizamro”io el Teosirosmima 5.5.1, t<s¡menimo>s ¡mmm olifeoinmo>rfismmi<j 23’
e = (A,mr,p) mr”” ‘(17) —u- Q xVxi?’
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olomídos Q = (mr, p) ““ (“u, 0) l)ara cierto> u.’ ci 17, tal qmmos A es la identidad sol>ros Q y mro A = -u- emm
mii> <smitr>rrmc> <los 1V ci mr”” ¡(17) emí mr”” 1(17) (esta últinma afirmaciónm se obtiene de la denmostraciómí
<leí Teo>rosnmra 5.5.1.) - Sea C0 osí difeomnorfisnrro P~
e0 = (A, mr)t—í(v)np—í(Ú) 5 mr’(17) 0~—m(Q) Q y’.
A partir dos rsstos r.lato>s commstruminmos nmm difeomnorfisumo P~
Q x (Un 17) x fi! —~ 9 x (Un 17) x fi1
(4,y,t) *4 (Q(4), y, 1)
tommmanolo (~44) = A(go(e— ¡(4, ~q,1))). Nótese olume (~,o es la irlentidad sosibre ~2,para
t.ooio> y. Tr>nnrsmrmo>s almora urma particiómm de la mmnioiLad P’ {~, 1 -‘-— q6} ríe E snmbo>rdinada al
roscmibrinmiienito { U, 17}. Definminmmos it
0 s<>bre mr”” 1 (U ci 17) mímediantos
log(st) = CJ’ (% ,~»(0)r(A(x)), y) olonde y = mr(st) y t = ¡si(x).
Si o> = (1 temíemnios <jumos
ltru(x) = eJr(A(~). mr(st))
y si o/si = 1 tenmenmos
ho(st) = CJ’(A(go(st)),sir(x)) = 90(x).
Posir tanto> í>oriosmnos extenm<ler loo a A umeoliante
¡00, ~ C¿” ¡ (A(st) , mr(st)) <siramudo mr(st) ci 17 \ U,{ go (st) cuanolo w(st) E U \ 17.
Es fáo:il osmmtommo:rss vosr qmme it = (ho, ¡4 es el difeonmorfismno> que bumscanmos. Li
e
Capítulo 6
Familias de aplicaciones definibles
Cr>mmmr> o-mm <‘1 o a~,o <le famrmílias de commjmmntos oletinibles, poolemnos ven mmn í>ar ole apímo ar mr>no s
olelmímibles entre com’ij¡mmmtr>s olefirribles corno umnma farmmilia de aplicaciormes rlefirribloss. Es decir,
si Y ci fi””. Y ci fi”’ y Z ci fiP somí subeonjuntos definibles yf : Y —Y Y, p 5 Y —u- Z son
¿oí>hio:ao:iomies definibles, í>o>olosmno>s ver el j>ar (f, p) conno> la fanmilia graf(p o f) —~ graf(p)
siosmuolo> Z <sí rsspa<’:ir) ríe i>aránmmetros.
Emr este r.:apítulo olemniostranmos la trivialioiaoi ole í>ares sumnersmommes propias, dentro> de
la categoría P~.
6.1 Equivalencia genérica de familias definibles
Para la <~lemnostración olosí tosorosmna dos triviali(lad dos pares mrtilizarenmos los resultadosis (los la
Seo:o:iómi 5.1. Neo:esitamrros aolenmmás la siguierrte pro~>o>sio:iórm, rím.mos expresa qmre, si las fibras
ole 010)5 famimilias ole alsilicaciones emm umm í>mmmrto gemmérico sorm eoíuivalemmtes, osutonces las ojos
fammmilias s<siui osrím.mivalosmrtoss srl>ros mmmi sm.mbconjmnmrto del espacio de parámrmetrr>s.
Proposición 6.1.1 Sean A ci fi’” y 1V ci fi”” variedades pr y sean f : fil’ 5< A —Y fiP xN
y y 5 x M —u- fiP x N familias pr de aplicaciones pr Sea cm e fiP. Supongamos que
tcn.emnos difeomorfismnos 23~ ‘y 5 A’k(oo) —Y Akc,>) y a : 1Vk(o) —u- 1Vk(oo) tales que el siguiente
o/iaoj’ram’ría o:osi’rom’uta: ±÷
{fa
(recordemos Ak(,~) es (A x fiP)
0). Entonces existe una subvariedad ‘pr 5 ci fiP, 5 ci cm, y
das familias de difeomorfismas ‘p~ ~ : 5 5< A —Y 5 5< A y y 5 x Al —u- 5 ~ N tales que cl
siguiente diaqra’rroom cosinrunta:
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.Der’r¡.tsist’r-ació”rr. Comrsioleramnos <si olifcowu.ovfismuo 23~
.11 : Apyq 5< .“‘1k(oi) ‘—4 .M’k(0) 5<
(st, y) +Y (‘yQr:), o¾)
Estos olifeo~unnioriisnmio iiuammola el grafo olos y<, al graté (le fi.,. 1.Jtilizaimrlo’u la Proi>r>siciórm 5.1.5
í>ara 11. po>olemumos sírpo>mmer oírme osxistos lina pr sumbvariosolao’í 5 ci fl1’.5 ci cm. y mimia famimilia
dos aplicao:iosinrss pr
:5 x A 5< 1V —Y 5 5< Al 5< 1V
‘0(t, x,y) *4 (t. ((st, t), í¡(x, t))
taloss ojmros E0 JI. IlJtilizamiolosi olos mrmrosvo> la Proposiciómr 5.1 5.y tal vez resduciosmmo’losi 5.
i.>odo nmro>s s¡ipommrsr olmios existe ummi;n farmmilia de aplio:ar:iornoss 23’ E
4 : 5 x A ~ N —u- 5 5< A 5<
Al tal oíumr = 11 ¡ . ‘Iosmmcmimr>s eimtonices que 1<1 .vr~
4,15 Y Am1 = H o JI “‘ ¡ = E~ o —
(E o )~ í>om lo> nne, í>o>r la Proposiciómm 2.3.4, rosdmmcienooio 5 otra vez, po>rlosmnious simponmosr
ojrue ~ = 1i==~ Ii YA - Almora, ole la mmmismm’oa forníma. j>oolemmmo>s sum1)o’>imosr taimd>iéi¡ oímos
‘—4
[A’] O [8] 101.8 y Aix N , Isior lo> olimos E
4 = E -“ sobre 5, y, ríe liosclio>, 5¡y rss timia famrmilia <los
olifeosinursirfismmios pr~ Fimialmimemite, tal vosz rosolmmciosítoio ole miumevo 5,
1>rídosmmmrsis smmísir>mmosr oí¡ tos la
aí>licar:iómm E rmmammda osí graté ríos y al grati’ dos f, por lo> opios inmdumo’:os osí oliagramíma amitosrio re-
El
e
6.2 Un modelo para una sumersión propia Ib
e
Conísiolerosímios 8’ y 8 olos osstri.mctnras o—mmrirmiimmales tales <lime (fi’, 8’) .—< (fi, 8). Emm ossta
seccuómm, rIada ¡lIma smmrmmrsrsióní ríos clase 23t2 prol)ia ¡ 5 A —u- Al, eirr:o>mmtraiimo>s ¡mmm mmiooloslo
231+ para 1 ohsfimmibhe sobr-e 5’. Cormstnmirosmmmos estos muodelo sobre los oslemmmemmto>s de uní
reemmlsirimrriosnmto> mm.l>ierto, rlefimmiblos <los Al. El prinmosr lemmma mios ísiernmíitirá pega.r m¡íodoslo>s lo.mcaloss
~>ar¿’rríos ossta formima r>1>tosmmo.sr límí mmrodelo gloisial.
‘0
Lema 6.2.1 Scan A, 17 y Al varict/ades 23”’ y 9 y U s’u.bconj”unhsis abiertas definibles-
dc Al tales’ qmsi.e’U’U””U’” = 1Vm”’mSearr”J ‘‘: “A” “ 9;’ ‘q”’s’’’17’-Y’ U’ .su~ríoe.,síosiíres.23r ¡rcop”rom.s;
y suporuqa”rnosis que existo.s uro d’¿feornorfis”rno 23’’ “¿~¼ s f”” (~ fl U) —Y “ (1 0 ~.J) tal que
J]j— 1 (~ 1h01) = h[=j”’’ (QL-ilI) o’¡f. Enionces existe “una van edo r/ 23’ A, inme’í-sío”roes d¡feomó”r:ficas
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Demostración. Podemos suponer que A c ir y y c ir’. Sea {h, 1— h} una partición de
la unidad pr subordinada a {U, U}, de forma que {h # (4 fl {h # 1} C Qn U.
Consideremos
Al’-1 = {(l4f(x))x, (1 — h(ffr)))t(x), 1(x)) : x E A>,
Jtf2 = {(h(g(y))t’(y), (1 — h(g(y)))y,g(y)) : y e V},
M=M1UM2cTJPxR~’xN
y la proyección F = ra¡u : M -4 N.
Es claro que M es un conjunto definibley F es una aplicación definible. Tenemos también
que K’(U) = M1 cslY difeomorfo a A. De hecho la aplicación
¿
x ‘—* (h(f(x))x, (1 — h(f(aj))t(x), 1(x))
es un dimfeomorflsmo pr con inverso definido por
u
(u,v,t) ~-+ 14’’G—%(t)) si h(t) # Osi h(t) $1.
De forma análoga, F’(U) — Al
2, y )v12 es pr difeomorfa a V. Entonces, Al es una
iec~l 77 y F es una sumersión pr propia. o
Después de este lema preliminar, establecemos el resultado principal de esta sección.
Proposición 6.2.2 (Modelos Definibles) Sea (RtS’) -< (R,S) una extensión elemen-
tal de estructuras 0-minimales. Sea f Al —* N una sumersión P~ propia entre las sub-
variedades V Al pN de ir. Entonces, existen dos subvariedades y; Al’ y N’ de R~’,
una sumersión m propia 1’ : Al’ -4 N’ y difeomorfismos P~ a: -4 N, fi : >4 —1- Al,
tales que fo fi = a o
Demostración. Por el Teorema 5.3.2, existe una subvariedad V, it, definida sobre 1?’, y
ini <lifeomorfismo V~ a : N~ —> 1V. Por el Lema 4.1.1, podemos suponer que it = U~=1 Ufl
<londe 14 es ¡ni abierto definible y V, difeomorfo a R~ para todo i. Consideremos ahora
los subconjm¡tos abiertos U1 = a((UflR). Entonces 1V = LI~1 U1, y U6 es V~ difeomorfo a
R~ para todo i.
‘limemos que f¡f-’(rIt) : t’(U1) -4 U1 es una sumersión V~ propia. Por el ‘Iborema
5.4, existe una variedad m compacta F1 y un difeomorfismo v fi~ <(Ut) -+ E~ >< U¿
tal que f = lo fi’ donde rj es la proyección i~ >c U1 -4 U¿.
Para cada i, existe una variedad P~, compacta F~’ sobre 1?’ cuya extensión a R es
clifeomorfa a F6, esto es, tenemos un difeomorfismo V~ ej : .F~ —* F1. ‘Thnenws que
Ib
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‘0
‘pegar’ los r:omijmmnmto>s {Ff x ti.J Yizzr p para o:o>mmstrmuir níma varios<la<l P’~, Al’ y ummma s¡mmmiersuoui
‘ps, prr>pia f’ : Al’ —u- Al’, olefirmida sobre fi’. Pr<ceolemuiosis í>or imrcimmo:eióím sobros A:.
Para A: = 1, mro imay mmaola olumos olosimmostrar. Cr>nusiolosramimosis el r:aso A: > 1. Cr>misiolosraiiío>s
bus siil>r:r>rij utítosis =2= U U A — ¡—1 (=2).Por la hií>o$trssis olos iimol mmeciómm , tosmiosímios ¡¡Loa1 ‘ -
varmeriaoi 23%, A’ sr>bre fi mmmi dífo ommrorfisrmmo 23% si> ¡ s A% —u- A y iumía suomiersiómí propia <‘los
o:lasos 23%, o> ¡ 5 A’ —u- 2’ = LJ~ (4. ole formmma olumos <sí siguiemrtos oliagraitia es r.:r>nmniimrtativos
A’,1 -4 A
9% ~2+ ~
Pr>r r>tuo larir>, tosmmenmios ¡3~ 1 ¡ (Utú —Y F~. x [Ip, Ef. op 5 Ef,1 —Y F~., y el sigumksmmtos oliagraimia.
o:osinmnm otativo>: (Ef 5< U1.)p ~<Yot jv’l;)
“—“““Y Pp 5< [Ip 14 4i””¡ITT\
{ r~ Ir ji
(Uf)ít —u- Up ‘-“——u- (IP,
‘0
oio>nmolos mr, mr’ so>rí las resl>eo:tivas proyeceiomres.
Dos ossta forímia, si olefimíinmíos Li = [Ip, 17 = f — ((Ip), y’ = Ef 5< Uf ti’ tif. o>2 = 7V’ y




No5teseo~mme “<ymj (A’ ci 17’),t = Ar”’i17 = <
2(A’ mV)¡1.
Estmmdiosníos olumé pasa sol>re ti’ ci 9’. Tosimemímos osí difeommiorf’isniiosi ‘D%
6 = (.i/r»’< o 5 («<(ti’ ci 9’)n —Y (o/A)” í([r’ fl 9’)~~
so>bros (U’ O 9’) n com¡siatíble corm ,b1 y o4~, lo> olmios sigimilica quíos í< 03 — r/u. so>l>ros (ti’ O=2’),~-
Posir osí Losma 5.1.11 rsxistos un difeommíorfismíro 23%,
6’: (o») ~~1 (U’ ci 9’) —u- (>
2)~r(U~ nQ’)
‘0
oleflíririo soibros fi’ y eomrmí>atiblrs <:oni o>~ y q52, y umima famrmilia P’~ ole olifeommiosirtismmmo>s 23%
A : [O,1],,. 5< (,>1y~i (ti’ fl Q’)í~ —Y [0, 1]p x (‘>‘) “’¡(ti’ O 9’)p
tal ol oc A,~ = 3%. A ¡ = 6 y A, es o:ommmpatilsile r:omm o~ % y í~rra o:aola t E [0,i],í.
Dos ossta formmra. mmtilizammolo osí Lenmia 6.2.1 l>¿ra 3’. tosmmosnro)s umíma variosolarí P$ A’ sobnos
fi y umrma summneusiómr 23’ ~sirrsipiaJ’ 5 A’ —u- Al’. Afiriíiamm¡os o.I1.mrs 055 23,. o’iifisosimmmr>r fa a
A;,
A. Por la <losmmro>stración olosí Lemmia 6.2.1, M% se r>btiosmios pcgosi.no¡osi A% y V+ imierliamitos osí
olifeosirmmr>rfismno> 234, 3% - Esto> sigrmifio:a ritmos
= (A;)pu(M:)n ‘0
= { (ftp (o>% (st) )st, (1 — hR (o>% (st))) 3% (st), (<;, (st)) 5 ti: ¿E ~ U
{(hp (g’si~
1 (y)) (6%) — b (y), (1 — ¡op(o/4 (tú))?.’ o/4~ (y) 5 y e 17/4
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l>ara cierta i>articiómm olos la ummidaol ríe clasos P~, {h, 1 — 14 subordinmarla a {9í,[Ií}. Sea
A* la variedad obteniola mediammte el pegado de A~ y por ci difeornrrfismno P~ rl 5
(o/sil )—r(Ui ci =?‘)~r,’—Y (o/siti)”’-í (U’ fl 9’)¡~ Vosarnos que A~ rss 23[~ olifeomnmorfr> a A*.
Po>olenmros suml>ormer, o:onmpommiemrdo conm urna aplicaciórr P~ apropiada [0,1] —Y [0,1], qmue
A0 = OS~~ para toolo t ci [O,tú) y A0 = rl para tr>dr> t e (tu, 1], I>ara ciertos A0,
tr tales qíme
Tr’smmo.smnrsis ento>mmces
‘y 5 A% ‘--u- A4
(u, y, A) (s6~rA&fl, (1 — s)A~(¾t),A) si s ~ O
1(56—u A.~.(3’_ )—r(..AJ (1 — 5)=~,(6%)~r(ja), t) si s ~ 1,
otomiole s = ¡~ (A) - La aplicaciómí ‘y está bio.smr rieflmmida y ole Imecímo es mmm difeommmo>rfisrno P~.
Así. A;? A4.
Vosamnos almora gime AJ~ A. Tenernos que A = A U 17, y 114* = A4~ Li 1144, domide A4~
y Al estámr <lefimiidas de la muisuma forma qmme arriba. Defimmimnos la aplicacuomm
A tA~
st h—Y (hu(r,5}j(p))p, (1 — lOfl(r>R(P))&(P) ,4(p))
rbr>mmole ji = <‘~““ ¡ (st). Esto es claramrrenmte mu olifeonmmorfismo 23~. Por r>tro lado. tenenmos
.r *4 (h.j~~(q))3””’ (q), (1 — h.p(o~/4q)))q, ~6~(q))
<bonole q = ‘V2~ (st). Esto es tamrmbiérr mmn difeornorfismno 237 Para construir umm difeomnorfismo
23~ osmmtre A y M4 a partir de 7j” y 7~. basta cornmprobar que c<Ámmcidenm sobre A ci 17. Pero
para st ci A ci V , p y q corn{} antes, tenernos
(i) <>pjp) = o>%’¡/Ú’(st) = cmrf(x) = 4-¡~<’ (st) = <ysi]jq)
(u) Imp (o>~ (y) )p = ftp (<4% (¡si))’< ‘(st) — h~ (<y?. (q) )o5~’ ‘<y§ ¡ (st) = ¡rÑ(í~ (q) )3— u (q)
(iii) (1 — hií(o>}.i(itsi)))6(p) = (1 — hp(sbk(p)))6’V¾’-m(st) (1 — hn.(q~~(p)))~b2’m (st)
— (1 — Io¡?(r/4(q)))q.
Así, ydst) = 7j(st) - Pooiemrmos olefinir emmtormr:es umm difeomorfismno 23~ 7 5 A —Y A4 -
Fimialmnosmmte, temiemnios el sigumiemítrs diagranna connmutativo
jf” ji
Al;? ~ Al~
olomídos f” : M4 *4 Al% oss la proyeo:osión (st, y, z) *4 z restringida a M4 (véase ha coimstnmcr:ión
<le A”’ anterior). Dos esta foruma, olefimriosmrobo fi = 7”’- ~ o ‘y, tosnemnios riumestro resultaolo.
Li
P:.rra acabar ossta Secciómm, la Proposirsióní ammterior nios permimite denmostrar mrmr teorema
ru—mírimmimmmal “ole tipo> Harolt’.
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Teorema 6.2.3 Sean B c ir, X c B x ir y Y c B x ff’ conjuntos definibles, y sea
f : X —3 y una familia definible de aplicaciones definibles. Supongamos que fg.: X1 —* Y1
es una sumersión pr propia entre vanedades pr para cada t E II. Entonces podemos
estratificar II en una unión disjunta de variedades pr, digamos 1? = S1 Li ... U Sr, dr




S~ >< fl —3 Yj.<4], *
para cierto 4 E S~.
Demostración. Tomemos un punto a en el espectro real B de B. La fibra f, X0 —* Y0
es una sumersión V’~ propia sobre k(a) (es decir, una aplicación V~j. Por la Proposición
6.2.2, tenemos una sumersión pr f’ : X’ —* Y’ entre variedades pr x’ e Y’, definida sobre
1?, y difeomorfismos 77 -y y a tales que el siguiente diagrama conmuta:
—4 X0
jA e
Pero, como fL«~> es la fibra (Id x f’)« de la familia constante 1<1 x f’: 13 xX’ —* Dx Y’,
por la Proposición 6.1.1, existe una variedad pr s c a, s E cx, y difeomorfisnios pr c y




Por la propiedad de compacidad de .b, y tal vez subestratificando, íodemos suponer que
existe una estratificación pr finita {S~} de B tal que u¡¡ diagrama como el anterior se
verilica para cada S~. o
e
6.3 Trivialidad de pares
Sean N y P variedades pr y y : N —3 P una aplicación pr Recordamos que ~ ~ pr
trivial si existe un puntopE P y un difeomorfismo pr -y = (70,9): N -4g—
1(p) x P. Sea
M una variedaol pr y f : Al —* N una aplicación pr~ Diremos que (f,g) es 17 trivial si
existe p y 7 canta antes y un difeomarfismo 77 0= <Go, go f) Al — (y o f) ‘(p) x P tal
que f o G~ = -yU o f. En otras palabras, el siguiente diagrama es conmutativo:
1>-4 N 24 lid
(gof)’(p)XP ~ g’(p)xP 2~> P.
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El í>rinmcipal resultado ole este capítimio es:
Teorema 6.3.1 Sean M y N vou-íedadrss pr y sean f s A —u- Al, y 5 Al —u- fi’ sumersiones
pr sobreyeclíras í~ propias. Entonces (f, y) es P~ trivial.
Demostración. La aí>lir:acio5rr p s N —u- fi’ es mmrma sunmersión pr ~>ropia. Por el Teo~reímma
5-41, osxistos mníma variedaol P~ r:ommrpar:ta E y un dífeommmorfisnmo pr <y’ = (y, utou) s Al —4 fi1 x E.
Dos la ¡nismíma formmua, o; o J : A —u- fi1 es una smmmersiómm pr propia, por lo> ojuíe existe níma
variosriad pr conmi>acta O y unir olifosonmorfisnno pr y = (y o f, y~) s A —u- fi’ x O. Podemr>s
o:osrmsir’bosrar emmto>rmeoss el sigumiemmtos diagranma:
A -¾ Al ti?’
Y’
R’xC —u- R’xF t U’
riomidos f’ u/’f y’ (7V 5 fi! x E —u- fi’ es la proyección). Además,
7Vmf’(t, st) = 7V>.¿/~,fy”””¡ (t, st) = <y—u (t,st) = ~2yy (A st) = ir
2(t, st) = A,
olosimirlos mu”2 oss la proyeco:iómi fi! 5< U *4 fi
1
Por tarmto pr><lennous supo>ner (lime A. Al somí c<simmmpactas y 1 s fi1 x A —u- fi’ x Al es
uimma sumrmrersiómr pr propia ole la formna .f (t, st-) = (t, ft (st)). En otras palabras, tosrmernos mmna
f¡mmnil.ia ~ obos símmmmersiommes 23’ {f~ 5 A —+ Al}
0~p¡ y podemrmos olviolarnos de . Proceoleremnos
por- inid ¡mcci¿r.í sosibre 1.
Co¡msi<leremo>s emm primrmer límgar <si caso 1 = 1. Por el Teoremrma 6.2.3 existe umna estratifi—
cao:siosimí pr anita { S~ } de fi tal que f(s~) oss pr trivial para cada i. Poolemnos smponer que lo>s
S”~. 50>11 0> i>ieui inrtervalr>s al>iertos o bien conjummmtos forrrmado>s í>or mu <mímico elemnenmto, y por
osí Lema 5.2.1 i>odemmmo>s taumbiémí reosrmmplazar estos frítínmos por inmtervalos abiertos. De esta
fornía temmosnmo>s trivializacio>nmes dos la familia ./ sobre irir recmmbrimniento ole fi por intervalos
ai>irsrtos. A o:ou’mtirmumación debenmr>s pegar estas trivializaciormes.
Posir ejrsnmplo, vamimos a pegar una trivializaciómm s<4>re el intervalo (0. 2) comí mmrma trivia—
lización so>l>re (—1,1), o:ommcretamnmemrte
(—1,1)xA ‘--4 (—1.1)xM (0,2)xAI —2-u- (0,2)xM
{f jmdxft {i
(—1.i)x”N ~2i~u- (—1,1)xlV. (O,2)xAl A (0.2)xN,
rlomiobos ff, f.~ A —u- Al son smmnmersiónes pr propias, ~j es mmnm rlifeommmorfismnro pr cíe la forma
( (,., si:) = (A, ~ (A. sí:)) y ~ es umnm olifeonmr>rfismrro 23’ ole la fr>rmna ?ñ(t, st) = (t, “rp¿ (A, SÉ)) para
“o = 1,2.
(~ihsirmsiolosrosnmos <sí pímnmto A
0 = 1/2. Ento>mrces
“r,¡ ,~.,> o fI o ((~,~0f” ¡ = fi.0 = r¡~,~0 o o
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i>or Ir quíos
14 = (“r~~10 ) “ “ o “q’¡ ,t<si o ff o ((i ~ ) —. ¡ o
Emrtoumo:es si reosmímí>lazammios 42 i>r>r (o (íd x [V2,í.<, ) — ¡ o(í ,,.,‘j) y ~“ í>or ~7jo(Job 5< [(y’~,j0) —‘ oip jJ)
podosnimos shm¡><>mmosr <lime ¡4 = fl. Escril>iremmmos J’ osnm vrsz ole ¡4, i = 1, 2.
So>bros el intervalo> (0, 1) temucumiosis el siguiente ohiagranmia r:o)immrmimtativo:
(0,i)~ A ~
1i~u-(0,1)x Al <~— (0,i)x A
14>4’ .k — íd 5<
(0,1)x Al —u- (01) x=V 4= (O.i)~ Al,
1>0w lo> olimos (‘r¡ u “r;
2 ) of’ = 1’ ((1” (2) o. ‘0
‘0(ilosmmsiolosrosmmmo>s la lm¡mmo:ión JI) ~‘u~ 5 fi —u- fi. olefiniola l>or
sio~(t) = { j((t — + 0< ¡=3/8
3/8<1<5/8
5/4 < mt < 1.
e
Pow <si Teo>remnma ole apro>xiniao:iómi, posidemmmo>s aproximíram” si? 1>osir umia iuno:iómm pr “~ t=ilopios
O < u < 1 sod>re (01), u(A) = 1/2 si O < 1 < 1/4 y u(A) = A si 3/4 < A < 1.
Defimuimnos emitomrcoss los difo ommmosirfisnimosis 9’ = (1, oto (st)) comnmo> o>~ (u) — Q,a(í) y
= (A, <, (st)) o:onmo sito ( r ) ~¡ ¿ ~ o “rb.~« o) - Observamos ríluos “¿/‘, o ¡ ¡ o rt, para o:aoia
mt c (0,1). ‘0
P<>oiemm’uos o’sntosiimo:oss osonsmolo u.ar los difeosimímorllsumos 23’ sobros (0,1) & 2 45 00/si y m(” 2 = ~I’¡ ‘46 -
Estos mm¡ievos difisoinmo>rflsmnmos híao o uí que los co>rm-ossposindieirtoss (:iiagn ~nmriasso amu r:o>nmmriuitativos.
Sobre (3/4,1) temmenmr>s que ~ (2 y r¡
4
2 = fl2- So>bre (0,1/4) 4 2 Q¡ o (Job 5< ¡¡) y
= ~ (Id s ~) olomrolo p ~V,i/2~(21/?:M-YMyv=Q/2o¡í=Á/2sAlAl
somm oliftsomrro>rfisnmuos 23’ taloss qumos .f’ o ¡í = u..’ o - Dos ossta forimua í>o’uobosimio’>s olosimímir (‘~ (A. st) =
(1, (¡(st)) co>nio
f (u oh —i < A < 1/4
(7= Q 1/4=1=1
‘1(2/ 3/4=1<2,
y r¡~ (A. :r) = (‘1. ‘q¡ (st)) o:o>mroo
“¡¡7 = “0 1/4=1=1
Claramrmosmmte soumu oiifosomnmo>rfismmmos 23’ y el diagranmma.
(—1,2) so A -4 (—1,2) so A{¡axi’ —“ .11
(—1,2) so Al ~ (—1.2) so N
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oss o:ommmmiurtativo>. ()1>tosmmemno>s emmtommo:oss mmmma trivializacio$n 23’ glo>bal sobros (—1, 2).
Si 1 > 1, j>ooiemmmos ver 1 conmo umima familia ~>aranmetrizada sobre fis
(t,s, st) *4 (A, frQs,st)) = (A, 5,.f(i~) (st)).
Sosa cm E 1? y o:o>misiderennios la fibra
5 k(cm)’—~ so Ap«~ —u- k(cm)¡—r ~
Por la lmipótossis de imirlucción. existos urma trivializaciómi pr







i>ara o:iosrta sumnosrsmomi 23’ ft Ap(a) —u- Alp® . Aplicando la Pro>po>sición 6.2.2 a la su—
níiersiómm pr propia J<~ obtemíenmos dos variedarles 23’ A’ y Al’ defimmidas sobre fi, dos <Ii-
feoniíorfísrnros 23’ (‘ 5 A{~0~ —u- Ap~ y rj 5 Al«Ú) —u- Alp~0~ y una sumnersión 23’ propia






Las varicolades A ~ y Ap(0) son pr olifeomnorfas, luego, por el Lenmma 5.1.11, osxiste ummr
olifosoummmosirfismmmo pr 4 . A’ 114 definido> so>1>re fi; dos fo>rmmma similar, temmemmmos umm difeomno>rfis—
imio 23’ ‘rl Al’ —u- Al defimíido sobre fi. Así, recumplazando (O por (<‘o (Id so
mf’ í>or ‘rC o (Id so “y’) o (101 5< r§ ¡ )P(o’~), f’ por f’ “y o f’ o (““1 A —u-
(‘) o (Id >< (~m)P½)
Al y/Q, porff(<0).








Esto> implica (por la Proposio:ión 6.1 A) qule existe una trivializaciór 23’
Sso fi1—1 soA —u-
I [o¡xIdxf’
S 5< fi1-1 so 1V Y’-u-
5 >< fil-u xA
ji
5 so R1””~ 5< Al
ob<uimdos 5 es uní mibeonijunto definible de fi comí 5 e cm. Por la commípacidad del espectro
olefiniblos temiemmmo>s umnma partición finita ./? = U S~ tal oíume sobre caola S. so fi1”’ tosnrsmr>s umna
‘Y
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trivializacir$um 23’ conmio> arriba. Corno ammtes, podemmios smil>o)miosr olumos los S~ son imitcrvabo>s
ai’>irsrto>s o o:osinjummmtos forniracbos po>í- uím úmmio’:r> pmmmmtosi. Emí el caso S~ = {a } , l.)ar=rcierto>
a E .11, por la lmií>ótossis ole inoiuicciómm. f es fl~ trivial sodsiuos {o. so fi1 — y, por osí Losmima 5.2.1,
poolosmmmo>s <sumcosinmtrar ¡mmma trivializacio$mm
23r sosibre umn osmíto>rnmr> abiosrto dos foi.} so it~”’ - Emr otras
í>alal>rns, í>osir’Ieiimo)s osmío:osim¡.tvar u.¡nía fumnciónm 23r 1)osit iva 6 s U’ — ‘~ __u- fi ríos fbrmima Olu.i05 ¡ oss 23’
trivial sol>ro.s la baíro’h¿r
(o½— oc..; + 6) so fifli5< ~(t,st) cfi 5< fi
1’”” ¡ 5 1— om.j < ¿(st)}.
‘0
Coimro amrtes, tosmiosmímos que posgar osstas trivializacionmoss y lo> imacemnios co>mm un> argiimmmosmmtoi
análogo>. Por ejernj>lo, vannns a posgar la trivializacióro soi>re (0,1) so fi1’””’
(0,1) so Re”” so A —4 (0,1) so Ít”’í so xi
(0,1) so fi~”< so Al 1-u- (0,1) so .1V””’ so Al
y la trivializaciomí so>l>re (—6, 3) so U1~ , ‘0
(—3,6) so lcr so Al ““4 (—6,3) so fiI”u .< A
4’ ¡dxliI5<f’s ji
(—6,6) so fi1””’ so Al —~lu- (—6,3)so 1?””’ ¡ so Al
í>ara cierta fuimojómí 23’ 6 .111— —u- fi, O < rl < í. ‘0
‘0’
Pr>oiosmimos sí.iponmosr comiro> cmi el caso 1 = 1 opios fu = fti = /‘ A —u- Al. Crsimmmosmuzammios
r.:omisíoleranmo;Lrsi lo>s smml>comijmmmmtos abiertosis <iosfimiibloss U
1 = (O, 4<5) so R~— y tf~ = (46, 6) so
<Los (0. 3) so it~”’’’ . Toimmamno>s emmtonmcoss unra i>artich$mm obos la mmímiolaol 23’ ~i<s(0, 3) so
Qí, 1. — /t } sumborriimiaola al roseumbrinmiosmoto ~U~ , U2 } , y o.:oumsiolosrammiosis la aj>hicaciómi dosfiumíl>bs
u~(0 6) so fi~’ —u- (0, 6) so ~ <jada jor
• “¡si.
4 (mt, s) = (4 3( (1 — ¡¿(‘1, s)) s) , (1 — ¡¿(‘mt, s)) s) para 1’ < 46(s) e
‘0
• u4(t, s) = (mt, s) para A > 46(s).
Observarnos qimos para O < mt < 216(s), ¡¿(mt, s) = 1 y por tammtr> u4 (ls) = (46(1)), 0) oss osomnstamí’-
te. Es más, í>an o 1 J 3(s) tenmosmnos olimos ¡¿(A, s) = O y por tammtr> u4 (A, s) = (46(s), s) = (1, s)
asm que r’lrs Imeo lío u o s coumitiímuma. Por el Teoreimía <‘le Apro>ximnaciómm (y sim ohemirostraeióuu)
poobúsnmr>s aj>rrmxummiam ¿si ío’n mumía a
1>licac lómí D’ “u.:(0, 6) so f.
1 — u ~u- (0, 6) so fi1 — tal olumos
• ‘¿qA, s) = (loS(o), 0) para 1 < 46(s)
*
• “¿¿(t, .~) = (A ‘) ¡si¿mnr mt> 43(s).
So>bros (0. 6) tenienmios el sigumionte oliagrannias ‘0
(0,6) so it’ so A “4 (0,3) so fiflt so Att 4” (0,oS) so fifl1 so Al
{f ju<mxmxi’
(0.6) so fl~ ¡ so Al Ái.u- (0,3) so fifl1 so U 4= (O,6)x it—’ so Al,
6.3. TRIVIALIDAD DE PARES 97
í>o>r lo, que (‘q¿ ¡ mp) o 1’ = .f’ (<(2)/
De una forma parecida al caso anterior, definirnos los difersirnorfismos 23’ = (( o
Y2 ).~(o.~) y “46(o,s) = (‘~¡í r o ‘r~~ )“u(o.s) . Observemiros que ~ o = f’ o 46. Comrsidosremnos ahora los
o’iifososimumourfisnmos 23’ ( = (u o 46 y it = 0?m o ‘46. Estos nuevos difeomorfisumos hacemm qure los
o:osirrespondíosntes diagramas o:onmmmuten. Sobre {t > ~3(s)} tenemnos guie Q = (2 y ½= ½-
<u 5(0)Sobre (mt < 21~(~) ?-~ (‘~ = 4: o u donrie ~¿.= _ o ~ s A —u- A y de forma
—u
similar it = “~¡ ¡ o u dommdos u }t(O)),O> o T/
2< ~Ó(o¡),0) s Al —u- Al. Por tanto í>odernos deihmir
la siguiente trivializao:ión W global sobre (—1,3) ><
(—1,3) < fi
1’~tm so A -4 (—1,3) so fit”4 so A¿ ~<~~1’ fi
(—1,3) so it~ so Al tu- (—1.6) so fi0””~ so Al.

























































Conjuntos de bifurcación de
funciones definibles en una
estructura o-minimal
Commmo aplicac¿óm’r cíe todos los resultados visto>s en lo¡s capítumlo>s anmteriores, contestamo>s aquí
a imnia pregmmmíta olos Losii y Zaharia emm [12]. En la prinmmera sección describimnios la situación
soÁsire ]os mmibmeros rosales para fmummcir>ímes diferemmciables no necesariaammosimte olefinibles, y en
la sosginmmda pro>bamnmrsis el resírltaolo> corresposimidiente emm el caso definil>le sobre cuerpos reales
rtnlsiitmamio>s.
7.1 Conjuntos de bifurcación
Estimoliemmmos en í>rimmmer lugar el caso general para ftmnciones diferenciables (no necesarma-
mmmrsnrte olefimmibloss) sosilsire IR.
Sosa U c IR~ u¡m o:o>n’pmnto abierto y fijemnos imna funmciónm de clase Ci y s U *4 IR qmme
vosrifica
para todo u’- E IR, la “I>ola” Bf> = {u E U p(msi.) =‘el es co>mnrl>acta. (7.1)
Demiotenimos po>r = { ix: e U p(st) = íj la o:orresí>osimrdiente “esfera” - Para rina fnmmmción
U’ oj:(J —u- IR, rieflímimímos
A(q;p) = {stc U: BÁcIR, gradg(st) =A gradp(st)}.
Para umíra smío:esiómm {yP } c A (y; y) comísiderarnos las commoliciones
blm ,>(~P) = y linm q (yP) = e. (7.2)
Dosmmotamnmr>s por 2~ el commjmmnto de valores críticos de y, y escribimnos
= { o: E IR existe mmna. smmcesiómm b.’~ } c A (oj; y) olumos enímple 7.2} -
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Tosmiemnos eimt<>nces osí sigímiemíte tosoremnma ([12]):
‘Teorema 7.1.1 Sea U c fiU un s’abconju”rotosi abierto y sean y, y 5 U —u- fi funciones dos
cíosi.s e QP± par-a a/guiri ¡si E M U {~.}. Suposinqaníos adcnroís gui: Z,, estoS acolar/o. Eniosino:cs
¡siara o:uaíquíe”r- intervalo abierto 1 c g(U) \ (Z<, u Sg;;,), la restrí ccirin
u
=.‘:=¡(J)—u-.J ‘0
Ibuna J’ilsiraciomn Cr’ ti ivíal.
‘0
Omm í>umrto y E ~i=~U ~ oss olecir, momm l)uiIito> emr el opios g mío> oss muía tibracióim trivial (sim
un entorno dos 3i’ ~ llama unu ‘voílor mnt’í’p”ieo C~’ de y, y <.1 osomíjuixto de los valores atípiosos sos
llamíma el co’uqu’rrto de bifurco.osio”ro olos y. ‘0
9’
Ib
7.2 El caso definible ‘01
Ib
Sea 8 ¡umia osstructura o—mnminimnmu.b oírme osxpamude un cunerísio rosal o:osrraoio fi. Cosimisioleraimios las
miotao:iommoss y olefinicio>nes de las seccióír anterior, peri> smmstituryeimolo IR í>or i? y touiimanmoío>
to>da.s las fmmmmcionioss ole clase 23’ I>ara algúmm u E N. Danmío>s osimtomices mrmra versiómo defimiibbo.s
oid. resmmlta.olo> amrterior, ruiya valioiosz isilamíteaní Lo>i y Zalmaria.
‘0
Teorema 7.2.1 Sea U c 10 ‘un s’ubeoírj’uroto definible ubíerírsi y seríro y, ¡si : U *4 fi ‘0
fanc&sines o/e rs/ase 23’ ¡siara aíy”á’rr i- > 0. Entonces ¡sia’í-a o:’v.osi.íqu.¿íe”r ínter’vaío abíeríosi Ib







Deruosistruosirín. Emm [12, Tít - 1.5] se olosmuestra o.íuío.s los <.somijmmmmtos ~ y ~~11> so>mm flímitos. Sea
umm immtervalr> abierto> osoimio arriba. Para to>do A E . . ‘ (A) oss nimia varíosdao 23< -1. U, = o.’””
Posir tanto, par-a to>do <‘o E 1, U~ es tina. variosolaol D’ - Entomocoss, por el mn¿isnn¿o argmurnsm¿to
utilizado> anmtosriormnosmmtos cmi 51.10, tosmíenmos <limos O C5 pr trivial f¡mera. ole uímí mmimmmnosro> liruito>
ríos valo>ross { or u ap -
Tonremmnous ummí valosir o. = a¿ - Conímo a ~ ~ í>o>oleiirosis osncoímtrar e’ > O y .1< > 0
suifio:iemmtennr.smmt.e grammde tal <¡mme Ib
‘0
(gp): =¡““¡ (<si. —c,a. + e) ci y—i (~ ±cxD)—u- (a — e, o. + e) so (E, ±cxo)
oss mioma sírmnmosusióim olosilimible propia. Pom tanto> rss 23’ trivial, es olososir. osxiste mmmi difeomimosirlismno
obosfinmiblos
e (A,g,p) s y””’(a — ca + e) ciy””
1(K.+oc) —4
Crí(a) Li ¡si”’’(.K + 1)) so (o. — o., o¿ + e) so (E, +oo).
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Por o>tro lado> o:o)mmsiolrsrosnmo>s la variedad definible o:o>n borde
=í<~(a—e,a±o+)ciy””1(—ce,K+2]
y la finmmo:ión dosflímiblos
o; 5 y””’ (a — e. a + e) ci í§1 (—ce, K ±2]—u- (a — e,a + e),
olimos oss lmrma s1.mmniersmo)mm l)rolsiia <lime es tanrrbiénm una sunmersuon restringida al borolos (dos nuevo
pr>roílíos o, ~ S<~) . Enmtr>mmces, }>ow el Teorosmna 5.5.1, es también 23’ trivial, esto> oss, existe inir
riifosommmorfisnmmr> olosfiimible
fi = (¡uy y) 5 y””~a— e, a±e)~ (—ce, K+2] ‘4 (q”< (a) fly””m(~ce, 1=7+2])so (a—e, a±e).
1>o>otosmmios smií>ommer O¡ííOS ~r .~ í (ox) = íd y y ~ bou = y sol>re umní enitormmo abierto olefinrible de
y””¡ (.K + 2).
Qmueu’emíuos pegar estas olos trivializaciormes para obtener imna trivialización deflnil>le
so’)l)re (a — e, <si. + e). Conmsioleremos
e0 = (A,P)~g-I(ot) 5 4~~Y~) ciPr(K,+ce) —u- Q so (K,±ce)
do>iuole <2 = y”” (o,) ci y”” ¡ (1< + 1). Con estos datos porlemnmos osonstrímir
<2 so (a — o,a + e) so (K,K + 2) —u- (2 so (<si. — qa + e) so (K.K + 2)
olosfinmida por ‘y,o(~) = A(¡oo(EY””’ (~, y, A))). Observammios que T<,.¿ = 1<1 solsire Q.
Sosa o>: fi —u- fi una fummción dosfimmible, 0 => =1. tal qmme <> O sobre (—ce,K] y o> 1
so)l’)ros [K + 2, +ce). Emítomices definminnmos
‘>‘o (st) = e0 — u (‘~ít)a±ír «r>)yo (A (st)), y)
para st E y “
1(a — e,a + e) ci p”””’(K,K ±2],donde y = g(st) y A = p(st).
= 1, eímtommces ‘y
0(st) = C0 ‘(A(st), y(st)), y si o> = 0
“Yo (st) E~ou”” (‘yo (A(st) ), ‘A)
= C0””~ (Ah0(e””’ (A(st), g(st), p(st))), y(s))
= Co”’ ¡ (AIíou(st), p(ho(st))) = b.¡si(st).
Poir tammto>, 1)o)<losmimo>s osxtemmder ‘you ~ ~— i (~ — e o. + e) mrmediammte
1 Co~’ (A(st), p(st)) si p(st) E [K + 2, ±ce)
‘yo(x) <íú(r) si p(st) E (—ce, A].
Emmtomucoss “y = (‘yo, .g) es imna trivializaciómm ole y sol>re (a — e, u. + e).
Dos esta fbrnmra. í>osiolosmnos roscímbrir .1 po’)r un mmúmmmero finito de alsiiertos tales que y es
flr trivial sobre osaria imno dos ellr>s. Para finalizar, olebenmo>s pegar estas trivializacuonmes.
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